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1. Introduccion

Recordemos que al elevar al cuadrado un nimero real, sea positivo o negativo, el
resultado es positivo. Entonces ;como resolver ecuaciones como

22 =—17?

Es claro que z no es un nimero real. Para resolver este tipo de ecuaciones se tiene
al conjunto de nimeros complejos. La aparicion de problemas con raices de niimeros
negativos se tiene registrada desde los primeros siglos de nuestra era, pero fue hasta
el siglo XVIII que la teoria de los nimeros complejos se formalizo con los trabajos de
Leonhar Euler (1707-1783) y de Carl Friedrich Gauss (1777-1856). Euler introdujo



el simbolo ¢ para la raiz de menos uno, por la palabra imaginario. Veamos que son
los ntimeros complejos.

Objetivo general

Describir el conjunto de nimeros complejos y realizar operaciones en sus diferentes
formas.

2. Numeros imaginarios

Prerrequisitos
= Conceptos basicos de conjuntos.
= Conjuntos numéricos.
Objetivos especificos
= Describir el conjunto de niimeros imaginarios.
= Describir el nimero 1.
s Calcular las potencias del nimero 1.

Se llaman ntmeros imaginarios a los niimeros de la forma bi en donde

1 =+v-1,
y b es un nuimero real.

Al ntimero i se le llama unidad imaginaria.

Los nimeros imaginarios se obtienen al calcular las raices cuadradas de ntimeros
negativos. Por ejemplo,

V4 =Vix—1=+4/—1=2.

Los niimeros imaginarios permiten resolver ecuaciones de la forma

donde a > 0, la solucién es



r = +v—a = ++/ai.
Ejemplo 2.1

Resolver 2% + 16 = 0.

Solucidn:

T = £v/—-16 = £/161 = £4i.

Una propiedad del niimero i es que sus potencias i" son ciclicas (n es entero, n > 0):

¥ =1,
it =1,
iZ = (v—-1)* = -1,
BB =i %i=—i,
t=PBxi=—i?=1,
i =it =1

Es decir el ciclo reinicia cuando la potencia n es un multiplo de 4. Para calcular "
se eleva i a la potencia r, donde r es el residuo de la divisién n/4. Por ejemplo, para

calcular 73! se eleva i a la potencia 3, ya que 3 es el residuo al dividir 31 entre 4, por

lo tanto 3! = i3 = —i.

3. Forma bindmica

Prerrequisitos
= Conceptos basicos de conjuntos.
= Conjuntos numéricos.
Objetivos especificos

= Describir el conjunto de niimeros complejos en forma bindmica.



= Identificar el opuesto y el conjugado de un ntimero complejo.
= Determinar si dos niimeros complejos son iguales.

Los nimeros complejos tienen la forma binémica a + bi, en donde a y b son niimeros
reales.

El niimero a es la parte real del nimero complejo.
El niimero b es la parte imaginaria del nimero complejo.

Si b =0, tenemos a + 07 = a, esto es un numero real. Este resultado nos permite ver
que el conjunto de los ntimeros reales es un subconjunto del conjunto de
los nimeros complejos.

Sia = 0, tenemos 0 + bi = bi que es un nimero imaginario puro. Por lo tanto, el
conjunto de niimeros imaginarios es un subconjunto del conjunto de los
nimeros complejos.

El conjunto de todos los nimeros complejos se denota como C y se describe como

C={a+bi|labeR,i=—1}

La igualdad a + bi = ¢+ di implica que a =cy b =d.

El conjugado del nimero complejo a + bi es el nimero a — bi. Por ejemplo, el
conjugado de 1+ 7 es el nimero 1 — ¢ y el conjugado de —1 + ¢ es —1 — <. También
se puede decir que los nimeros a + bi y a — bi son niimeros complejos conjugados. Si
Z = a+ bi el conjugado de Z se denota como Z o ||Z||.

El opuesto del nimero complejo a + bi es el nimero —a — bi. Por ejemplo el opuesto
de 2+1es —2 — 1y el opuesto de 2 — i es —2 + 4.

4. Operaciones en forma binémica

Prerrequisitos
= Conceptos basicos de conjuntos.
= Conjuntos numéricos.
Objetivos especificos

= Sumar, restar, multiplicar y dividir nimeros complejos en forma binémica.
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A continuacioén se explica la forma de realizar las cuatro operaciones béasicas que son
suma, resta, multiplicacion y division de ntimeros complejos en forma binémica.

= Suma. Se suma parte real con parte real y parte imaginaria con parte imagi-
naria,
(a4 bi)+ (c+di) = (a+c)+ (b+d)i.

Ejemplo 4.1 Suma en forma binémica

(T+100) + (4+50) =(7T+4) + (10+5)i = 11 4 154.

= Resta. Se resta parte real con parte real y parte imaginaria con parte imagi-
naria,

(a+bi)— (c+di) = (a—c)+ (b— d)i.

Ejemplo 4.2 Resta en forma binémica

(=34 5() — (44 7i) = (—3—4) + (5 —T)i = —7 — 2.

= Multiplicaciéon. Se realiza multiplicando los binomios, tomando en cuenta
2
que 1 = —1,

(a +bi)(c+ di) = ac + adi + bci + bdi* = (ac — bd) + (ad + be)i.

Ejemplo 4.3 Multiplicaciéon en forma binémica

244) (=142 =—2+4i—i+22=—4+3i.
(

= Divisién. Para realizar la operacion

a-+ b
c+di

se multiplica numerador y denominador por el conjugado del denominador,



a+bi  (a+bi)(c— di)
ct+di  (c+di)(c— di)
(ac + bd) + (bc — ad)i
2+ d?
ac+bd bc—ad.
ErE  Er e

Ejemplo 4.4 Division en forma binémica

5—4i  (5—4i)(2—3i) 10— 15i — 8i + 124° 2 23,
2+3  (2+30)(2—3i) 449 13 137

5. Forma trigonométrica

Prerrequisitos
= Conceptos basicos de conjuntos.
= Conjuntos numeéricos.
» trigonometria basica.
Objetivos especificos

» Transformar ntimeros complejos en forma binémica a forma trigonométrica y
viceversa, de trigonométrica a polar.

= Multiplicar y dividir nimeros complejos en forma trigonométrica.

La representacion grafica de un niimero a + b es un punto en el plano cartesiano con
coordenas (a,b). El eje de las abcisas o eje X se utiliza para la parte real, y el eje
de las ordenadas o eje Y para la parte imaginaria. Al punto (a,b) se le llama afijo
del niimero complejo. Al plano donde se grafican los niimeros complejos se le llama
plano complejo.



Ejemplo 5.1 Representacion grafica

Graficar los nimeros 2 + 2i, —3 + 44, —3 — 3¢, —3¢, y 4 — 3i.

Eje Imaginario

-3+ 4
° 4 A
N 242
a2 2 zlEje Real
—92 |
N

\. J

Otra forma de representar graficamente el nimero z = a + bi es mediante un vector
trazado desde el origen (0,0) al punto (a,b), como se puede observar en la siguiente
figura.

Eje Imaginario

Eje Real

» El médulo de Z = a + bi es la distancia del origen (0,0) al afijo del nimero
complejo (a,b). En la figura anterior se puede ver que se forma un tridngulo
rectangulo con vértices en los puntos (0,0), (a,0), y (a,b). Por el teorema de
Pitagoras el médulo del nimero Z = a + bi, que se denota como |Z| o como
r, esta dado por

r=lz| = Va% + b
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= El argumento del nimero complejo Z = a + bi, denotado como 6, es igual al
angulo que se forma entre la parte positiva del eje real y el vector del origen
al afijo. Por trigonometria se tiene que 6 es el dngulo cuya tangente es g, en

otras palabras el argumento estd dado por la funcién arcotangente.

0= arctané = tan~! Q
a a
El argumento 6 puede darse en grados o en radianes. Sin embargo, es nece-
sario notar que la definicién anterior es un tanto débil, porque el rango de la
funcién arcotangente es el intervalo (—7/2,7/2) o equivalentemente de -90 a
90 grados. Entonces jcomo determinar el argumento correcto cuando el afijo
esta en el segundo, tercer o cuarto cuadrante del plano complejo y por lo tanto
f es mayor o igual a 90 grados? La periodicidad de la funciéon tangente permite
resolver esta situacion con la relacion que se muestra en la Tabla 1.

Tabla 1. Relaciones para determinar el argumento

o = arctan —
a
‘ a ‘ b ‘ Cuadrante ‘ 0 ‘
>01]>0 Primero «Q

<0|>0| Segundo | a+ 180°

<01<0 Tercero a + 180°

>01]<0 Cuarto o + 360°

>0/ 0 0°

<0] O 180°
0 [>0 90°
0 | <0 270°

Por trigonometria se tienen las siguientes relaciones:

a=rcosf

b=rsend

Por lo tanto Z = a + bi = rcos @ + irsenf = r(cosf + isend). De donde
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Z =r(cosf + isend),

es la forma trigonométrica de Z.

Es importante senalar que en algunos textos a la forma trigonométrica también se le
llama forma polar, sin embargo hay otros documentos en los que se le llama forma
polar a la notacion abreviada r,y. Otra forma comin de abreviar la forma polar o
trigonométrica es con la notaciéon r cis 6.

Ejemplo 5.2

Transformar a forma trigonométrica Z =1 + V3i
Solucién:

Se calcula el médulo Z,

r=1/12+(V3)2 =2.

Se calcula el argumento de Z, como el afijo (1, \/§) estd en el primer cuadrante,
entonces (ver Tabla 1)

0 = arctan 73 = 60°.

Respuesta: Z = 2(cos 60° + isen 60°) = 2600 = 2 cis 60°.




Ejemplo 5.3

Transformar a forma trigonométrica Z = —1 — 1.
Solucién:

Se calcula el médulo de 7,

r— DR+ (F1F = V2.
Se calcula el argumento de Z, como a = —1 <0,y b= —1 <0, el afijo (-1,-1)
se situa en el tercer cuadrante, entonces de acuerdo a la Tablal
a = arctan 1 = 45°.
0 = (180 + 45)° = 225°.
Respuesta: Z = v/2(cos 225° + i sen 225°) = 29950 = 2 cis 225°.

J

Ejemplo 5.4

Escribir en forma binémica Z = 6(cos 210° + ¢ sen 210°).

Solucién:

a = 6c0s210° = —3v/2,
b= 6sen210° = —3.

Respuesta:
7 = 6(cos 210° 4 isin 210°) = —3v/2 — 3.
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Ejemplo 5.5

Escribir en forma binémica
T T
Z =2 — +7i=).
(cos 5 +1 5 )
solucion:
T
=2cos =~ =0,
a cos 5
T
b=2 —=-1
sen 5
Respuesta:
Z = —i

La multiplicacion de niimeros complejos en forma trigonométrica se realiza multi-
plicando sus médulos y sumando sus argumentos. Si tenemos los niimeros complejos
Zy =r1(cosby +isenby) y Zy = ro(cos by + isenby), entonces el producto es

Z1Zy = ri(cos by + isen)ra(cos by + iseny) = rira(cos(fy + 02) + isen(b; + 62))

Ejemplo 5.6

Sean Z; = 3(cos 110° 4 isin 110°) y Zy = 4(cos 35° + isen 35°), calcular Z; Z,.

Solucién:

Z1Zy = 3(cos 110° 4+ 4 8in 110°) * 4(cos 35° + i sen 35°)
=4 % 3(cos(110 4 35)° + isen(110 + 35)°)
= 12(cos 135° + i sen 135°)

. J

Sean los nimeros complejos Z; = ri(costy + isenby) y Zo = ry(cosfy + isenby),
entonces la division estd dada por

Zy  ri(cosOp +isenfy) 1y '
Zo  ralcosOy t isenfly)  rp 0SB 0a) Fisen(y = o))
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Ejemplo 5.7

VA
Sean Z; = 6(cos 140° + isin 140°) y Zy = 2(cos 20° + isen 20°), calcular 71
2

Solucioén:
Zy  6(cos140° + isin 140°)
Zy  2(cos20° + isen 20°)

= 2(005(140 —20)° + isen(140 — 20)°)
= 3(cos 120° + i sen 120°)

6. Potencias y raices

Prerrequisitos
= Numeros complejos en forma binémica y trigonométrica.
Objetivos especificos
= Elevar a potencias nimeros complejos en forma trigonométrica.
= Calcular raices de niimeros complejos.

Sea n un numero entero, para elevar a una potencia n un nimero complejo Z en
forma trigonométrica se utiliza la formula del teorema de De Moivre:

Z" = (r(cos@ + isenf))" = r"(cosnb + isennd).
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Ejemplo 6.1

Sea Z = 2(cos30° + isen 30°), calcular Z* y expresar el resultado en forma
binémica.

Solucién:
Utilizando la formula de De Moivre se tiene

Z* = (2(cos 30° + i sin 30°)*
= 2%(cos(4 * 30)° + i sin(4 * 30)°)
= 16(cos 120° + i sin 120°)

Expresando en forma binémica
16(cos 120° + i sin 120°) = —8 + 8v/3i

Ejemplo 6.2

Sea Z = 3(cos210° + isen 210°), calcular Z3 y expresar el resultado en forma
binémica.

Solucidn:

Utilizando la férmula de De Moivre se tiene

= (3(cos 210° + i sin 210°)*
3%(cos(3 * 210)° + i sin(3 * 210)°)
27(cos 630° + 7 sin 630°)

= 27(cos270° 4 isin 270°).

(Nota: 630° = 630° — 360° = 270°.)
Expresando en forma bindémica

27(cos 270° + i sin 270°) = —27.
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Ejemplo 6.3

Calcular (1 —4)* expresando el argumento en radianes.
Solucion:

Transformando a forma trigonométrica se tiene que

7 7
1—i=\/§(coszﬁ+isen£):\/§4%r

(v/2(cos %T + isen %))4 = \/54((308(4 * %T + isen(4 * %r)

= 4(cosTm + isen7m)
= 4(cosm + isen)
— 4

Las raices n-ésimas de un nimero complejo en forma trigonométrica se calculan
mediante la férmula

0 + k360° 0+ k360°
{/r(cosf +isinh) = /r(cos + k360 4l 360

)7

n n
donde £ =10,1,2,...,n—1, y n es entero positivo.
Al calcular V/Z se encuentran Z; ntmeros con i = 1, 2, ..., n que cumplen i =Z.

En forma abreviada /7,9 = /r jexrsee, k=0,1,2,..., n—1.

14



Ejemplo 6.4

Sea Z = —/3 +i. Calcular v/Z, expresar los resultados en forma trigonomé-
trica y binémica.

Solucidn:

Primero se transforma Z a forma trigonométrica:

r=+v324+12=2.

0 = aurctan—i = 150°.

V3
—V/3 + i = 2(cos 150° + i sen 150°) = 2,150

Utilizaremos la forma abreviada para calcular v/2,1500. Aplicando la férmula

VTrze = {L/FZGMBGOO, k=0,1,2,...,n—1,
n

se obtienen las siguientes raices.

= Primera rafz, k = 0: v/2 1500 = V23750 ~ 0.9434 + 0.7239i.
4

Segunda rafz, k = 1: V2 10043000 = V/2 19750 ~ —0.7239 + 0.9434i.
4

Tercera raiz, k = 2 : \4/§Z 1509 1243600 = V2917 50~ —0.9434 + —0.7239;.
4

Cuarta raiz, k =3 : 6/5415()%2*3600 = /2 /30750 = 0.7239 4+ —0.94344.
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Ejemplo 6.5

Sea Z = 2—11i. Calcular v/Z, expresar los resultados en forma polar y
binémica.

Solucidn:

Primero se transforma Z a forma trigonométrica, utilizaremos radianes para
el argumento

r = /P (11 = 5V5.

Como el afijo de Z se encuentra en el cuarto cuadrante del plano complejo,
entonces

11
0 = 27 + arctan ——— ~ 4.8922.

V2

2-1li = 5\/544.8922

Aplicando la férmula
/T = %éeilﬂw, k=0,1,2,...,n—1,

se obtienen las siguientes raices.
1
» Primera raiz, k =0 : (5\/5)24_8922 ~ —0.1340 + 2.2320:.
3
1
= Segunda rafz, k = 1: (5v/5)2 sson0, ~ —18660 — 1.2320i
3

1
» Tercera raiz, k = 2 : (5\/5)24.892%4,, =2—1q.
3
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Ejemplo 6.6

Resolver la ecuaciéon x° — 32 = 0 y graficar la respuesta.
Procedimiento:

Despejamos x para obtener la solucion
z = /32.

Una de las raices es el namero real 2. Para encontrar las cinco raices cubicas
de 32, transformamos 32=32+0i a forma trigonométrica,

r =322+ 02 = 32

32 4 0i = 32,00, ya que el afijo (32,0) esta en el lado positivo del eje X.

Aplicando la férmula

Tz = %49+k360°, k=0,1,2,...,n—1,

se obtienen las siguientes raices.
= k=0 V32),0 =24 =2
= k=1 V32) s00 = 2,72° = 0.6180 + 1.9021i.
= k=2 V/32) 20 = 21000 & —1.6180 + 1.1755:.
= k=31 V/32) jpawe = 2/mee ~ —1.6180 — 1.17551.
= k=41 V/32) aswe = 20850 ~ 0.6180 — 1.90214.

En la siguiente figura se muestra la grafica de las raices.




