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1. Introduccion

Desde tiempos antiguos los matematicos establecieron relaciones entre conjuntos de
numeros. Por ejemplo, se han encontrado tablas hechas por babilonios con los cua-
drados, los cubos y los inversos de los nimeros naturales. De acuerdo a la teor ia de
relaciones y funciones que revisaremos en esta unidad, las tablas de los babilonios
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son lo que hoy conocemos como funciones. Desde luego los babilonios no sabian la
teori a de conjuntos y tampoco la de relaciones y funciones en la manera actual. La
evolucion del conocimiento para llegar al concepto de funcién que utilizamos hoy
fue labor de sesudos matematicos durante varios siglos. En este tema destacan los
nombres de Nicole Oresme (1323-1382), Galileo Galilei (1569-1642), René Descartes
(1596-1650), Johann Bernoulli (1667-1748), Leonhard Euler (1707-1783) y Eduard
Goursat (1858-1936) quien estableci6 en 1923 la definicién de funcién que se usa en
los libros de texto contemporaneos.

Las funciones tienen una amplia aplicacion en diferentes ciencias, ya que se utilizan
como modelos matematicos de fenémenos fisicos, quimicos, biolégicos, sociales, eco-
nomicos, etc.

Objetivo General. Explicar los conceptos de la teoria de relaciones y funciones.

2. Producto cartesiano

Prerrequisitos
= Teoria de conjuntos; conjuntos de ntimeros.
Objetivos especificos
» Explicar par ordenado y producto cartesiano.
= Aplicar el concepto de producto cartesiano en la soluciéon de problemas.

El producto cartesiano entre dos conjuntos cualesquiera A y B es el conjunto deno-
tado como A x B (se lee A cruz B) cuyos elementos son todas las parejas (a,b) que
se pueden formar con el requisito de que a € Ay b € B.

Los elementos (a, b) se llaman parejas ordenadas, el nombre es redundante, pero as
se enfatiza que el primer componente de la pareja, a, pertenece al primer conjunto
del producto cartesiano A x By el componente b, al segundo.

La palabra cartesiano proviene del nombre del filésofo, matematico y fisico francés
René Descartes (1596-1650) quien fue el creador del plano cartesiano que se utiliza
en la presentacién grafica tanto del producto cartesiano como de las relaciones y de
las funciones.



Ejemplo 2.1

Sean A ={—1,1} y B ={a,e,i}, encontrar A x B,y B x A.

Solucidn:

AxB= {(_15 CL); (_17 6); (_1>i); (170’); (176); (lai)}7

Bx A= {(av _1)§ (aa 1); (67 _1)§ (6, 1); (iv _1); (ia 1)}

Se puede observar que A x B es diferente de B x A por lo tanto el producto
cartesiano no cumple la ley conmutativa.

. J

En el siguiente ejemplo se muestra un diagrama, llamado de flechas o sagital, utilizado
para la representacion grafica del producto cartesiano.



Ejemplo 2.2

Sean A = {a,b} y B = {10,20,30}, encontrar el producto cartesiano y repre-
sentarlo en un diagrama sagital.
Solucién:

A x B = {(a, 10); (a, 20); (a, 30): (b, 10); (b, 20): (b, 30)}.
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Ejemplo 2.3

Sean los conjuntos Q = {-3,-2,-1,0,1,2,3}, A= {-2,0,2}, B={-3,0,1}
y C ={-3,—1,1,2} encontrar

(AUB) x (B - C).

Solucidn:

(AU B)® = {~1,3},
B-C= {0}7

(AUB) x (B - C) = {(~1,0); (3,0)}.




3. Relaciones

Prerrequisitos:

= Teoria de conjuntos; conjuntos de ntimeros.
Objetivos especificos
= Definir relacion.
= Describir relaciones por extension, por comprensiéon y graficamente.
= Describir el dominio y el rango de una relacion.

Una relacién entre los elementos del conjunto A y los elementos del conjunto B es
un subconjunto de A x B. Cualquier subconjunto R C (A x B) define una relacion.
Si (a,b) € R, se dice que a y b estd n en la relacién R, o se escribe simbdélicamente
como a Rb.

Sea T el conjunto de todas las parejas (a,b) de nimeros reales tales que a es
menor b. Esta relacién tiene como notacién usual “ < 7. Entonces (a,b) € T
obtiene la forma a < b.

Sea I un conjunto de parejas (a, b) tales que a es igual a b. Esta relacién tiene
como notaciéon usual “ = 7. Es decir la expresion (a,b) € I obtiene la forma
a=b.

El dominio de una relacién R es el conjunto que contiene a todos los elementos a
de los pares (a,b) que pertenecen a R. Las notaciones son Dompg, Dr o D(R).

El rango (recorrido o imagen) de una relacion R es el conjunto que contiene a todos
los elementos b de los pares (a,b) que pertenecen a R. Se denota como Rango(R).

Puesto que las relaciones son conjuntos, entonces se pueden describir por extension,
por comprension o de manera grafica.



Ejemplo 3.3
Sea A ={-2,0,2} y B =1{0,4}. La relacién

r = {(~2,4); (0,0); (2,4)}

es un subconjunto del producto cartesiano

AxB= {(_270); (_274); (07 0)7 (074); (27 0)7 (2’4)}

El diagrama de flechas de r es:

T

Ejemplo 3.4
Encontrar el dominio y el rango de R = {(3,4);(3,9);(5,9);(7,9)}.

Solucion:
El dominio de R es {3,5,7}.

El rango de R es {4,9}.




Ejemplo 3.5

Describir por comprension y de manera gréafica la relacién
R ={(3,4);(3,5);(3,6), (4,5); (4,6); (5,6) }.

Solucion:

Por comprensién se tiene

R=A{(z,y) |y >=x,x € {3,4,5},y € {4,5,6}}.

Esta relacion se puede describir graficamente en el plano cartesiano, cada par
ordenado de R es un punto (z,y) en el plano.
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Ejemplo 3.6

Describir por compresion y con un diagrama sagital la relacién

G = {(Litio, 3); (Sodio, 11); (Potasio, 19); (Rubidio, 37); (Cesio, 55); (Francio, 87
Indicar el dominio y el rango de G.

Solucion:

La descripcion por comprension es

G = {(z,y) | y es el nimero atémico del metal alcalino x}.

El siguiente es el diagrama sagital de G

El dominio de G es A = {Li, Na, K, Rb,C's, Fr}.

El rango de G es B = {3,11,19,37,55,87}.




Otras formas de denotar la relacién a Rbes A Bo R: A—B que se lee como R
es la relacién de A hacia B.

Ejemplo 3.7

Trazar la grafica de R = R definida como r = {(x,y) | y = +x}.

Soluciodn:

Para graficar una relaciéon r C R x R en el plano cartesiano se encuentran
algunos puntos que la satisfacen y se unen con una linea continua.

AY
r Yy
-2 -2
-2 2
0 0
1 1
1 -1

4. Funciones

Prerrequisitos

= Teoria de conjuntos; conjuntos de nimeros, intervalos, desigualdades, producto
cartesiano, relaciones.

Objetivos especificos
= Definir funcién.

= Distinguir cuando una relaciéon es una funcion.



= Determinar el dominio y el rango de relaciones y funciones de valores reales.

Una relacion f C A x B se llama funcion si para cada a € A existe no mas de un
elemento b € B tal que (a,b) € f. Se denota como b = f(a).

En otras palabras, una funciéon es una relacion en la cual no hay dos parejas ordenadas
distintas con el mismo primer elemento.
Se puede definir una funciéon f en la forma

f(z) = una expresién de x.

Esto significa que f contiene a todas las parejas (z, expresién de x). Por ejemplo, la
funcién f(z) = 22+ 1 es el conjunto de todas las parejas (z,z? + 1) cuando x recorre
a los niimeros reales.

El dominio de una funcién f que se denota como Domyg, D¢ o D(f), es el conjunto
que contiene a todos los elementos z de los pares (z,y) que pertenecen a f.

El rango (recorrido o imagen) de una funcién f que se denota Rango(f), es el
conjunto que contiene a todos los elementos y de los pares (z,y) que pertenecen a f.
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Ejemplo 4.1

Indicar si la relacion R = {(4,1);(4,3);(5,1);(5,3);(8,1);(8,3); (8,7)} es una

funcién.
Solucién:

R no es una funciéon ya que para el elemento 4 del dominio, existen dos
elementos, 1 y 3, tales que (4,1) y (4,3) pertenecen a R. Los otros elementos
del dominio, 5 y 8, también conforman mas de una pareja ordenada de la
relacion. Se puede decir que R no es una funcién porque diferentes parejas
tienen el mismo primer elemento.

Cuando una relacién no es una funcion, en el diagrama de flechas se ve que de
algin elemento a € A surge mas de una flecha hacia elementos de B, como en
el diagrama siguiente de este ejemplo.
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Ejemplo 4.2

Indicar si la relacion G = {(—3,2); (—2,1); (—1,0); (0,1); (1,2)} es una funcién.
Soluci n:

G es una funcién pues cada elemento del dominio {—3,—2,—1,0,1} estd en
solo uno de los pares ordenados de G. Cuando una relaciéon es una funcién, en
el diagrama de flechas se observa que de cada elemento del dominio surge solo
una flecha, como en el diagrama de G.

5’1
N
i




Ejemplo 4.3

Indicar cudl de las siguientes graficas representa una funciéon

=
-
<

Y

7
AN

ow

Solucidn:

La grafica A no representa a una funciéon. Algunos valores de x estan
relacionados con dos valores de y. Una manera de ver si la grafica muestra
una funcién es trazando lineas verticales, si alguna de estas lineas atraviesa la
curva en mas de un punto, entonces no es una funcién; en cambio si no hay
alguna vertical que atreviese la curva en mas de un punto, entonces la grafica
corresponde a una funcién. En la grafica A, si se trazan lineas verticales que
atraviesen la curva se puede ver que una de estas lineas corta a la grafica en
dos puntos.

La grafica B si representa a una funcién. Si se trazan lineas verticales que
atraviesen la curva se puede ver que estas lineas cortan a la grafica en un solo
punto.
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Ejemplo 4.4

Decir cuales de las siguientes relaciones son funciones.
1. f:R=R; f(x) = 23
2. g:R=R; g={(z,y) | * + y* = 4}.
3. r={(z,y) |ly<z+1}.
4. f:R-R,; f(x) =2 —=.
Respuesta:
1. Si.
2. No.
3. No.
4. Si.

5. Funciones algebraicas

Prerrequisitos

= Teoria de conjuntos; conjuntos de nimeros, intervalos, desigualdades, producto
cartesiano, relaciones, funciones.

Objetivos especificos
= Determinar el dominio y el rango de las funciones algebraicas.
= Graficar funciones algebraicas.
= Identificar el tipo de funcién algebraica a partir de la ecuacion que la define.

En esta seccion se estudian funciones cuyo dominio y rango es un subconjunto de los
numeros reales, por lo que se llaman funciones de valores reales.

Las funciones algebraicas se obtienen al realizar las operaciones suma, resta, multipli-
cacion, division, potenciacion, radicacion y composiciéon con las funciones idéntica y
constante. Las operaciones con funciones se estudiaran con mas detalle en la siguiente
seccion.

A continuacion se explicaran las caracteristicas de la funcién idéntica y de la funcién

constante, ademas de las de otras funciones algebraicas.

» La funcién constante estd dada por f(z) = ¢, donde ¢ € R.
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Su dominio es: R.

Su rango es: {c}.

Ejemplo 5.1

Dar el dominio, el rango y la gréfica de la funcién f(x) = —3.
Solucion:

f(z) es una funcién constante su dominio es R y su rango es {-3}.
La gréfica de f(z) es

AY

= 4

» La funcidn idéntica es la funciéon f(z) = x.

Su dominio es: R.

Su rango es: R.

Su grafica es la linea recta que pasa por el origen y forma un angulo de 45° con
los ejes:
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» La funcién lineal es la funcién f(x) = max + b, donde m,b € R, m # 0.
Su dominio es: R.
Su rango es: R.

Su gafica, que se muestra a continuacion, es una linea recta con pendiente igual

a m, ordenada al origen igual a b y abscisa al origen igual a —%.

Y
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Ejemplo 5.2

Dar el dominio, el rango, la ordenada al origen, la abscisa al origen y la
grafica de la funcién f(z) =3 — z.

Ya que f(x) es una funcién lineal entonces:

su dominio es R,

su rango es R,

la ordenada y la abscisa al origen son 3 y 3, respectivamente,

y su grafica es

» La funcién cuadratica estd descrita por una ecuacién de la forma f(x) =
ax?® + bx + ¢, donde a,b,c € R, a # 0.

El dominio de f es R.

El rango de f depende del signo de a.
dac — V?
Sia > 0 el rango es {ac—, oo).
4a

dac — bQ]

Si a < 0 el rango es (—oo,
4a
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La grafica de la funcién cuadratica es una parabola que tiene como vértice el

oV —b 4dac — b?
0 _ .
putt 2a’ 4a

Si a > 0, el vértice es el punto mas bajo (punto minimo ) de la grafica, se dice

4ac — b?
que la parabola abre hacia arriba. Por eso el rango es {GZ—, oo)
a

Si a < 0, el vértice es el punto més alto (punto méximo) de la gréfica, se dice
dac — bT

que la parabola abre hacia abajo. Por eso el rango es (—oo, 1
a

18



Ejemplo 5.3

Encontrar el dominio y el rango, ademas esbozar la grafica de
f(‘f’c):‘rQ_'T_27

Solucién:
Dom; = R.
dac — b* -9
Para encontrar el rango se calcula 4 -1
a

Como a =1 > 0, el rango es [-9/4, 00), la pardbola abre hacia arriba.

—b 4ac — b*
El vértice de 1 ibol — —— ] =(1/2,-9/4).
vértice eaparaoaes(2a, e > (1/2,-9/4)
Para esbozar la grafica de una pardbola son suficientes tres puntos.
Resolviendo la ecuacién 22 — 2z — 2 = 0 con la férmula general para la

ecuacion de segundo grado,

bt Vb2 — 4ac

2a

T

se obtienen z; = —1 y x5 = 2, entonces se tienen los puntos (—1,0),
(2,0), y el vértice (1/2,-9/4) para trazar la siguiente parébola.




Ejemplo 5.4

Encontrar el dominio, el rango, y ademds esbozar la gréafica de
flz) =2 — 22

Solucion:

Dom; = R.

Para encontrar el rango se calcula 4ac—;bz = 2.

Como a = —1 < 0, el rango es (—o0, 2|, la pardbola abre hacia abajo.
El vértice de la pardbola es (g—;, #) = (0,2).

Para esbozar la grafica de una pardbola son suficientes tres puntos.
Resolviendo la ecuacién 2 — 2 = 0 se obtienen las soluciones z; = —v/2
y o3 = /2, entonces se tienen los puntos (—+v/2,0), (v/2,0), y el vértice
(0,2) para trazar la siguiente pardbola.
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= La funcién polinomial es una funcion de la forma

f(l') = an.fn + an,lxnfl + ...+ ax+ Qyg,

donde n es un entero positivo y determina el grado de la funcion, a, # 0 y
Ay Ap—_1, - . ., Qg SON NUMeros reales.

El dominio de las funciones polinémicas, es el conjunto de todos los ntimeros
reales.

Si n es un nimero impar el rango de f es R.

Si n es un nimero par y a, > 0, el rango es un intervalo de la forma [s, 00).
Si n es un nimero par y a, < 0, el rango es un intervalo de la forma (—o0, s.
Es evidente que las funciones constante, idéntica, lineal y cuadratica son casos

particulares de la funcién polinomial.

Las funciones polinémicas se estudiaran con mas detalle en la Unidad 5.
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Ejemplo 5.5

Encontrar el dominio, el rango y la grafica de la funcién y = 2® — 1.
Solucion:

Dom = R.

Rango = R, pues es una funcién polinémica de grado impar.

Encontrando algunos puntos se puede trazar la siguiente grafica.

r Y 25Ay
-3 -28 20
15
2 9 10
-1 -2 5
0 -1 > 3
1 0
2 7
3 26

= Las funciones racionales tienen la siguiente forma

ar +b

f(x):m,

donde ¢ # 0; a, b, cy d € R.
El dominio de una funcién racional es R — {—9} = {z € R | # # — %}, ya que
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si x = —g resulta una division por cero que no esta definida en el conjunto

de los ntimeros reales. A veces se describe el dominio de una funcién racional
d
como r # —<.

El rango de una funcién racional es R — {2} = {y € R | y # 2}. Para obtener
el rango se despeja x de la expresion

axr +b
cr +d’

de donde se obtiene

b—yd
cy—a’

aqui se observa que si y = ¢ resulta una divisién por cero, por lo que y # 2. En
la grafica de la funcion racional las rectas x = —% y y = %, son las asintotas
vertical y horizontal de la funcién, respectivamente. La grafica se aproxima
a las asintotas. En la gréfica las asintotas se dibujan con lineas punteadas
para senalar que no forman parte de la curva. Para trazar la grafica de la fun-

cién racional se encuentran algunos puntos dando valores a x en los intervalos
d d

23



Ejemplo 5.6

Encontrar el dominio, el rango y la gréafica de la funciéon

1
f@) =

Solucién:
El dominio es R — {3} = {z € R| 2 # 2} o simplemente z # 2.
ElrangoesR— {1} ={y e R |y # i}

Para trazar la grafica de la funcién que se muestra en la siguiente figura,

primero se trazan las asintotas vertical, z = g y horizontal, y = % con

2
lineas punteadas. Una vez trazadas las asintotas se localizan algunos
puntos a la izquierda y a la derecha de la asintota vertical. La curva se

aproxima a sus asintotas.

L Yy 12 Y
-1 0 10
8
1 6
0 — s
2
2 _3 _‘ ray :
2, ) 4 x
3 4 .
—6
4 2 s
3 -10
6 —12
5 - _
= 14

6. Funciéon valor absoluto

Prerrequisitos

= intervalos, desigualdades, funciones, funciones algebraicas.
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Objetivos especificos

= Describir funciones que contengan el valor absoluto de alguna expresion al-
gebraica determinando su descripcién por partes, su dominio, su rango y su
grafica.

Se llama funcion valor absoluto a la funcién definida como:

x, si x>0;
—x, si x<O.

El dominio es: R 6 (—o0, 00).
Su rango es: [0, 00).

La gréfica de la funcién valor absoluto tiene la siguiente forma:

Si una funcién contiene en su descripcion el valor absoluto de alguna expresion alge-
braica, entonces se puede eliminar este valor absoluto por medio de la segmentacion
de la linea recta. Esto nos da la oportunidad de definir la funcién por partes alge-
braicas.
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Ejemplo 6.1

Definir por partes la funcién f(x) = |z — 5|, encontrar su dominio, su rango,
y trazar su grafica.

Solucién:

Para definir a las funciones en valor absoluto por partes es necesario encontrar
los intervalos de valores de x en los que la expresion algebraica dentro del
valor absoluto es mayor o igual que cero, y aquellos en los que es menor que
cero.

Resolviendo la desigualdad x — 5 < 0, el resultado es x < 5. Por lo tanto

r—95, si T>05;

flx) =z —5] =

—(x —5), si z<5.

Entonces la linea recta tiene dos segmentos x < 5y x > 5, tales que en
el primer segmento la funcién es f(x) = —z + 5 y en el segundo segmento
f(z) = x — 5. Se grafica entonces la funcién y = —z + 5 solo en el segmento
(—00,5) v después se grafica la funcién y = x — 5 en el segmento [5, 00). Estos
dos trozos forman la gréfica de la funcién |z — 5|.

La gréafica es la siguiente:

A
Y
6

5

L.
=y >
xT

-2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

El dominio es: (—o0, 00).

El rango es: [0, 00). 9%




Ejemplo 6.2

Dada la funcién f(x) = —|2z + 1|, definirla por partes, dar su dominio, su
rango y su grafica.

Solucién:

1
Resolviendo 2z — 1 < 0 se tiene z < 3 por lo que la funcién queda definida
por

fw) = —J20— 1] =

La segmentacion es R = (=00, —1) U [~3,00). En el intervalo (—oo, —1) se
grafica y = 2z — 1, y en el intervalo (—oo, —%) se grafica y = —2x + 1. Estos
dos trozos forman la grafica de la funcién f(x) = —|2z + 1|:

Ay

El dominio es: (—o0, 00).

27
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Ejemplo 6.3

Sea f(x) = —|z? + 3z — 4|, dar su definicién por partes, su dominio, su rango
y su grafica.

Solucién:

Resolviendo z? + 3z — 4 < 0 se obtiene el intervalo (—4,1), por lo que la
definicién por partes es

—(22—3x+4), si x<—-4osiz>1;
flz)=—|z?+3z — 4| =
—(—=(2* =3z +4)), si d<z<l.

Entonces la linea recta tiene dos segmentos (—oo, —4] U [1,00) vy (—4,1). En
el primer segmento la funcién es y = —22 + 3z — 4 y en el segundo segmento
la funcién es y = x? — 3x + 4.

8y

El dominio es R.

El rango es (—o0,0].
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Ejemplo 6.4

Dada la funcién f(z) = x* — 11|z| + 10, dar su definicion por partes, su
dominio, su rango y su gréfica.

Solucién:

Definida la funcién por partes tenemos

x> — 11z +10, si z > 0;
f(z) =2* —11|z| + 10 =
2+ 11z + 10, si z <O.

El dominio es R.

Para x > 0 la funcién es f(z) = 2? — 11z + 10. Su gréfica es una parébola in-
completa, con vértice en el punto (4, —21). Las soluciones de % — 112410 = 0
sonr; =1, 29 =10.

En esta funcién se puede observar que f(r) = f(—z), ya que (—z)? = 22 y
|—x| = x, entonces

f(=z) = (=x)®> = 11|]—z| + 10 = 2* — 11z + 10 = f(z).

Para x < 0, la funcién es 2% + 11z + 10. La grafica también es una pardbola
incompleta con vértice en el punto (—%, —%), en donde las soluciones de
z2 + 11z + 10 son 1 = —1 y 2o = —10.

A
Y

40

30

20

L.

3 6 9 127

El rango es [}, 00).




7. Algebra de funciones

Prerrequisitos
= funciones, funciones algebraicas.
Objetivos especificos
» Realizar las operaciones de suma, resta, multiplicacion y divisién de funciones.

= Determinar el dominio de las funciones que resultan de las operaciones suma,
resta, multiplicacion y divisién de funciones.

» Realizar la operacién composicién de funciones.
= Determinar el dominio de la funcién compuesta.

El algebra de las funciones estudia las operaciones que se pueden efectuar entre fun-
ciones. Si se tienen dos funciones f y g cuyos dominios son respectivamente Dy y D,
se definen las siguientes operaciones:

suma f + g

(f +9)(x) = f(x) + g(x),
resta f — g

(f = 9)(x) = f(z) — g(x),
multiplicacion fg

(f9)(x) = f(x)g(x),

divisién i
g

(-1

g9()

El dominio de las funciones resultantes de las operaciones suma f + g, resta f — g,
y multiplicacién fg es igual a la interseccién del dominio de f y el dominio de g, es

decir
Dirg=Djg=Dyg= Dy D,

El dominio de la funcién divisién % es Dy =D;ND, —{x]|g(x)=0}.
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Ejemplo 7.1

Dadas las funciones

[= {(_37 3); (_17 4); (07 2); (27 _1); (47 5)}a

g = {(_2’ 4); (07 _1); (17 _2); (27 3); (47 3)}7

encontrar f +g,f — g, fg, i y sus respectivos dominios.
g

Solucién:

Df = {_37 _17 07 27 4}7 Dg = {_2, 0, 1, 2, 4}

Primero encontramos la intersecciéon de Dy y D, para efectuar las operaciones
suma, resta y multiplicacién

Djyg=Ds_,=Dsy = Dy D, = {0,2,4}.

Entonces
f+9=1{(0,£(0) + g(0)); (2, £(2) + 9(2)); (4, f(4) + 9(4))}

={(0,24+ —-1);(2,-1+3);(4,5+ 3)}

= {(07 1); (27 2); (47 8)}7

f—g9= {(07 3)7 (27 _4); (47 2)}7

fg= {(O? _2); (27 _3); (47 15)}'

Como en la funcién g no hay un par aéilenado en que la segunda componente
sea cero, entonces Dy = {0,2,4}, por lo tanto
g9

¥ ‘ L, 5
= ={(0,-2); (2, —g), (4, g)}
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Ejemplo 7.2

Dadas las funciones

g(.’l?)z.']}—]_,

encontrar: el dominio de las funciones f y g, adems f+ g, f — g, fg, S y sus
g

respectivos dominios.

Solucion:
Df =R- {_2}7
D, =R,
(F+9)(o) = f(e) 4 gla) = —5 +e-1= 2T DI _2 +Io]
(F=0)(@) = f@)=g(0) = o —(p-1) = L TEFDCZD_ THe o3

g(z) (z+2)(xz—1)

5
Dyyg=Djg=Dsg=D;NDy =R —{-2}.

El dominio de 5 es

Dy=R—-{-2/1} ={zeR|z# -2,z #1}.




Ejemplo 7.3

Dadas las funciones

flz)=vz+2,
y

encontrar: el dominio de f y g, ademas f+ g, f — g, f g,g y sus respectivos
dominios.
Solucién:

Para encontrar el dominio de f se tiene que resolver la desigualdad x + 2 > 0,
por lo que

Dy ={z|z>-2} =[-2,00).

(f +9)(z) = f(z) + 9(x) = VT + 2+ 21 - 3,
(f —9)(z) = f(z) —g(z) = Vo +2 - 22 +3,

(f9)(z) = f(z)g(x) = vV +2(2x = 3),

i(m) _ f&) _ Vz+2
g g(x) 2x—-3°

Diyg=Dyyg=Dsg= DN Dy ={z|x> =2}

o.a i
El dominio de g €s 33

Dg={x€R|x2—2,x7ég}=[—2,oo)—{g}.




Ademas de las cuatro operaciones béasicas definidas en los parrafos anteriores, también
se puede realizar otra operacién llamada composicién de funciones. Dadas dos
funciones f y ¢, se define la composicién f o g como

(fog)(x) = flg(x)).

Los pares ordenados (z,y) que conforman a fog son tales que = pertenece al dominio
de g, pero a su vez g(x) pertenece al dominio de fy y = f(g(x)).
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Ejemplo 7.4

Sea

G = {(_35 1); (07 _1); (27 0)7 (4a 3)}

F= {(_17 3)7 (07 5)a (37 1)}
Encontrar F o G.

Solucion:

Se tiene Dg = {—3,0,2,4}; rango de G = {1,—1,0,3}; y Dr = {—1,0,3}.
Para encontrar el dominio de la funciéon compuesta se toman los elementos del
dominio de G cuya imagen pertenezca al dominio de F, esto es Dp.g = {0, 2,4}.
De donde

por lo tanto

FoG={(0,3);(2,5); (4, 1)}.

El siguiente diagrama sagital ilustra el procedimiento
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Ejemplo 7.5

1
Sea f(z) =1—xyg(z) = p—— Determinar fo gy go f y sus respectivos
:L' R

dominios.
Solucién:

Para obtener (f o g)(x), en f(z) se sustituye x por g(z),

(fog)(x) = flg(x) =1— 1 _z-2

r—1 x—1

El dominio de la funcién compuesta f o g es

Dyog ={z |z € Dy y g(x) € Dy},
ya que D, = R — {1}, rango de g es igual a R — {0} y D; = R, entonces

Dyog =R—{1} = {& |2 £ 1}.
Para encontrar (g o f)(z), en g(x) se sustituye x por f(x).
(g0 f)(z) =g(f(z)) = m T

El dominio de la funcién compuesta g o f es

Dy ={z|x € Dyy f(x) € D,},

ya que f(0) =1 ¢ D,, entonces 20

Dyos =R — {0} = {z | 2 £ 0}.




Ejemplo 7.6

Sea f(z) = —2%y g(x) = v/2 — 2. Determinar fo gy go f y sus dominios.
Solucién:

Sustituyendo g(z) por z en f(x) se tiene
(Fegl)= flglah=—/2—x) = —(2—z) =z —2.

El dominio de la funciéon compuesta es

Dfog = {.’13 | xr € Dg y g(SC) € Df},

ya que D, = (—00, 2], el rango de g es igual a [0,00) y Dy =R,

entonces puesto que toda g(z) € Dy,

Dfog = (—OO, 2]

Finalmente tenemos (f o g)(z) = x — 2,z < 2, es decir (f o g)(z) no estd
definida si x > 2.

Sustituyendo f(x) por x en g(x) se tiene

(g0 f)(@) = g(f(x)) = /2 — (—22) = V2 + 22,
El dominio de la funciéon compuesta es

Dgof = {I | T e Df y f(l’) € Dg},

en donde Dy = R, el rango de f es igual a (—o00,0] y D, = (—00, 2],
entonces

Dyos = R.
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8. Funcién inversa

Prerrequisitos

» funciones, funciones algebraicas, algebra de funciones.
Objetivos especificos

= Definir relacién inversa y funcién inversa.

= Determinar si una funcion tiene funcién inversa.

= Obtener la inversa de una funcién.

Dada una relacién r = {(z,y)}, la relacién inversa de r es el conjunto r~! =

{(y,2)}

Ejemplo 8.1

Sea r = {(2,1);(3,2);(3,1)}, entonces 7~ = {(1,2); (2,3); (1,3)}.

Ejemplo 8.2

Sea r = {(z,y) | x < y}, entonces (a,b) € r~! si (b,a) € r, es decir b < a o de
manera equivalente a > b, por lo tanto r~* = {(a,b) | a > b}.

Si la relaciéon f es una funcién, entonces f~! es una relacién. Si la relacién f=! es
también una funcién a f~! se le llama funcién inversa de f.

Para que la inversa de una funciéon f sea también una funcién, f debe de ser una
funcién uno a uno, es decir debe ser una funciéon tal que cada elemento del rango
forme un par con sélo un elemento del dominio. En otras palabras, una funcién f es
uno a uno si para toda x; y xs que pertenecen al dominio de f donde x; # x5 implica
que f(z1) # f(z2) o de forma equivalente f(x1) = f(x2) implica que 27 = z9. A las
funciones uno a uno se les llama funciones inyectivas.

Por la descripciéon de la funcién inversa se tiene que:
» Dominio de f~! = Rango de f.
» Rango de f~! = Dominio de f.

Otra propiedad de las funciones inversas es:
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(fof H(z) =z, si x € Rango de f.
(f*of)(z) ==z, si x € Dominio de f.

Ejemplo 8.3

Sea f = {(—2,—4);(0,2);(3,5)}, encontrar la relacién inversa de f y decir si
es una funcién.

Solucidn:

f—l = {(_4’ _2); (27 0); (5= 3)}

Ya que f es funcién inyectiva, f~! también es funcién, como se muestra en
el siguiente diagrama sagital donde se puede ver que tanto f como f~! son
relaciones uno a uno.

f f

A
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Ejemplo 8.4

Sea g = {(—1,1);(0,0); (1,0)}, entonces g~ = {(1, —1); (0,0); (0,1)}.

La funcién g no es funcién inyectiva, por lo tanto ¢g~! no es funcién, en el
siguiente diagrama sagital se puede ver que g no es una funciéon uno a uno y
que ¢! no es funcién.

g g !
A B B A
| K“
Ejemplo 8.5

Obtener la funcién inversa de

y encontrar (fo f~1)y (f~to f).

Solucidn:

De dos maneras se puede probar que la funcién f es una funcién inyectiva
y por lo tanto tiene funcién inversa. Una de ellas, es comprobar que si f es
inyectiva entonces f(z;) = f(x2) implica que x; = 5. Veamos

1— 2271 . 1— 2172
r1 — 3 N To — 3 ’
multiplicando ambos lados por 1 — 3 y x5 — 3,

(.’132 — 3)(1 — 2.%'1) = (.’El — 3)(1 — 2%2),
To — 211]1.’1?2 -3 + 6371 =T — 2.’E1.’E2 -3+ 6.1’2,
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simplificando la expresién anterior con sencillos pasos algebraicos se obtiene

€Ty = T2,
1-2z . : : :

entonces f(x) = pe— es inyectiva. En general las funciones racionales son
funciones inyectivas.

La otra forma es trazar rectas horizontales en la grafica de la funcién. Si se
encuentra alguna recta que corte la grafica en mas de un punto la funcién no
es inyectiva. Esto se ilustra en la siguiente figura, en donde se ve que las rectas
horizontales cortan la grafica en un solo punto.

|
‘l
vl P [\ W (@} oo
=
[N}
i~
(@]
[o¢]
=
]
=
[N}
8

Por lo tanto la funcion f si tiene funcién inversa. Para encontrar la funcion
inversa se pueden seguir los siguientes pasos:

1. sustituir f(x) por y en la férmula de la funcién,

_1-2z
y - T — 3 )
2. se despeja x de donde se obtiene
143y
y+2’
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3. sustituir la variable y por la variable x, y la variable z por f~!(x),

la respuesta es

1+ 3z
-1 _
/ (x)_a:—i-Z'

Las composiciones de funciones que se piden son,

| o(ltl) =5

(o F7)@) = 1(7'@) = i) = B2 = o
z+2 z+2
1+3(=2) ==

(Yo ) = F @) = =) = i —an 23

Una propiedad grafica de las funciones f y f~! se observa cuando se dibujan las
dos funciones en un mismo plano cartesiano junto con la funcién idéntica g(x) = z,
en donde ésta 1ltima actiia como un espejo y las funciones f y f~! son imégenes en

el espejo una de la otra.
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Ejemplo 8.6

1—2zx _1+3z

Graficar f(x) = 35U inversa f~'(z) R f(z) =z en el mismo

plano cartesiano.
Solucién:

Tanto f como f~! son funciones racionales, para graficar este tipo de funciones
es importante encontrar su dominio y su rango.

D; = Rango de f~' =R — {3},

Rango de f = Dy-1 = R — {-2}.

Las asintotas de f son entonces las rectas x = 3 y y = —2; mientras que las
asintotas de f~! son las rectas * = —2 y y = 3. Es importante en la gréfica
trazar las asintotas. También se deben tomar valores del dominio menores y
mayores que las asintotas verticales. Por ejemplo para graficar f considerar los
puntos:

% -9 0 25 35 6 9
f(z) -158 -033 8 -12 -3.66 -2.83

y para f~! los puntos:

7 -9 -5 -25 -15 3 9
fHx) 371 466 13 -7 2 254

La grafica resultante es la siguiente.




9. Funcién raiz cuadratica

Prerrequisitos
» Funciones algebraicas, funciéon inversa.
Objetivos especificos

= Describir a la funcién raiz cuadratica determinando su dominio, su rango, su
funcién inversa y su grafica.

Consideremos la funcién cuadritica f = {(z,y) | v = 22} C R x R, esta fun-
cién no es inyectiva, pues por ejemplo los pares (—1,1) y (1,1) que pertenecen a
f muestran que a dos elementos diferentes del dominio les corresponde la misma
imagen. Entonces, la relacién inversa f~! = {(z,y) | = ¥*}, o de forma equivalente
' ={(z,y) | y = £/}, no es una funcién. La figura siguiente muestra la grafica
de f~! donde se ve claramente que no es una funcién, (para cada a > 0 existen dos

parejas (a, —/a) y (a,+/a en la curva).

l 2 3 4 5

P = DN W

Sin embargo se puede redefinir la funciéon f restringiendo su dominio al conjunto de
nimeros no negativos. La nueva funcion es

g=A{(z,y) | y=2"} C[0,00) x [0,00).

De este modo la relacié n inversa

g =A{(z.y) |y = Va},

es una funcion para la cual
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D,-1 = Rango de g = [0, 00),

Rango de g~' = D, = [0, 00).

Ahora podemos graficar la funcién g y su inversa ¢g—' en el mismo plano cartesiano.

=N W e Ot

P
A

Con base en la discusion anterior podemos decir que una funcién raiz cuadratica es
la funcién inversa de una funciéon cuadratica con dominio restringido.
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Ejemplo 9.1

Dada la funcién g(x) = —+/3x — 6, encontrar el dominio, el rango, la funcién
inversa, el dominio y el rango de la inversa, y la grafica de la funciéon y la
funcién inversa en el mismo plano cartesiano.

Solucién:

Ya que no existen niimeros reales que sean raices cuadradas de nimeros nega-
tivos, para encontrar el dominio se tiene que resolver la desigualdad 3x—6 > 0,
por lo tanto el dominio es

D = [2,00).

El signo negativo antes del radical nos indica que

Rango = (—o0,0].

Para encontrar la inversa seguimos el procedimiento descrito en el Ejemplo 33,
es decir se despeja x y se sustituyen las variables z por g~!(z) y y por z, el
resultado es

2
—1 . x° + 6
Dominio de la inversa: (—o0, 0].

Rango de la inversa: |2, 00)
Grafica:
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10. Funciones exponenciales y logaritmicas

Prerrequisitos
= funciones.
= funcion inversa.
Objetivos especificos
= Describir las caracteristicas de las funciones exponenciales.
= Aplicar las propiedades de los exponentes.
= Describir las propiedades de las funciones logaritmicas
= Aplicar las propiedades de los logaritmos.

Una funciéon dada por una expresion de la forma

f(z) =a"; donde a >0, a # 1,

se conoce como funcién exponencial. El dominio de una funciéon exponencial es R.
El nimero a es la base de la funcién exponencial y puede ser cualquier ntimero real
positivo diferente de 1 (si a = 1, entonces a® = 1 es una constante).

Si z = n es un entero positivo, entonces por la definicién

a*=a-a-a-...-a,
—_——
n veces
pero si x = —n es un entero negativo, entonces
oo o1
a a a a
n veces
Si x = £ es un numero racional, entonces a* se define como v/a?. En este caso el
valor a” no depende de la representacion particular de z como fraccion racional: las
. e o
igualdades x = =7 implican pk = mgq y por lo tanto

Var = arm = Vam.
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Si z es un ndmero irracional (una fracciéon decimal infinita no periddica)

xr = A.apaiasas . ..a, ...

entonces = es un limite de los nimeros racionales

x1 = A; 1o = A.ag; 13 = A.qpay; ...

En este caso el valor a® se define como el limite de la sucesién

T T T
a, a’?, a?, ...

El concepto de limite se estudia en los cursos de célculo, donde se puede demostrar
que si z es el limite de otra sucesion de los niimeros racionales

/ / /
CL’l, {EQ,ZL’?), . ..

entonces el limite de la sucesién

De esta manera el valor a” se define correctamente para cualquier ntimero real z. Es
decir, el dominio de la funciéon exponencial es R.

El rango de la funcién exponencial es el conjunto de todos los niimeros reales no
negativos Rt = (0, 00).
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Ejemplo 10.1

Obtener el dominio, la grafica y el rango de la funcién exponencial f(z) = 2°.
Procedimiento:

El dominio es Dy = R.
Para trazar la grafica se tabulan algunos puntos como se muestra a continua-
cion.

Ty
1 Ay
g < 4]
-2 1 3
4 N
1
1 5 .
0 1 —/c >
-4 -3 -2 -1 1 2 3
1 2 =1
2 4 2
3 8

El rango de la funcién es el conjunto de los niimeros reales positivos, es decir
R, como se puede observar en la grafica.
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Ejemplo 10.2

Obtener el dominio, la gréifica y el rango de la funcién exponencial f(x) =
1 X

()

Solucién:

El dominio es Dy = R.

El rango de la funcién es R*.

Se tabulan algunos puntos y se traza la grafica.

r y

-3 8

-2 4

-1 2

0 1
1

1 = —4
2
1

2 Z _9
1

3 =
8

En los ejemplos anteriores se pueden observar las siguientes propiedades de las fun-
ciones exponenciales:

= Sia > 1, la funcién es creciente, es decir se cumple la condicion

r1 < x9 implica que a™ < a*?.

s Si0<a<1,lafuncién es decreciente, es decir se cumple la condicion

r1 < x9 implica que a™ > a*2.
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= Si a =1 entonces a® = 1 para toda x es una funcién constante.

La funcién logaritmica descrita como

f(x) = log, x,

es la funcién inversa de la funcién exponencial. La expresion se lee como el logaritmo
base a de x.

El dominio de la funcién logaritmica es igual al rango de la funcién exponencial:
Digg, =R,
El rango de la funcién logaritmica es igual al dominio de la funcién exponencial:

Rangoy,e, = R.

El nimero log, x representa el exponente al que se debe de elevar la base a para
obtener el nimero x.

Toda expresién exponencial se puede reescribir como expresion logaritmica, y vice-
versa.

Ejemplo 10.3

En la siguiente tabla se ejemplifica la correspondencia entre expresion expo-
nencial y logaritmica.

FExpresion exponencial | Expresion logaritmica

22 =4 log, 4 =2
10% = 1000 log,, 1000 = 3
— 1 1
72 = & log; 76 = —2
y=-e" Iny==x
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Ejemplo 10.4

Obtener el dominio, el rango y la grafica de la funciéon logaritmica
f(z) = log, z.

Procedimiento:
El dominio es Dy = R*.
El rango es R.

Se tabulan algunos puntos y se traza la grafica.

r Yy

1 Ay

S 3

8 3

1

17 :

1

Z 1 1

2 Fay .

1 0 4 -3 —9 1 123;
—1

2 1
—2

42 N

8 3

En la siguiente tabla se presentan las propiedades de exponentes y logaritmos.

52



‘ Propiedades de exponentes ‘

Propiedades de logaritmos

a’® =1
a'=a
at=1

a

ai = vapb, sip,q e N;g >0

a*a¥ = a*tY

- — am_y
ay
() = am
(ab)® = a®b*

log, vy = log, z 4+ log,y, x > 0, y > 0.
1ogaE =log,x —log,y, © > 0, y > 0.
Y

log, x* = alog, z, x > 0

log, v/ = +log, z, x > 0.
1
log, x = Zibz, x> 0.
b

A continuacién presentamos algunos ejemplos ttiles de aplicacién de las propiedades

de exponentes y logaritmos.
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Ejemplo 10.5

Resuelve la ecuacién

log,oz* — log,g v = —1.

Solucién:

aplicando la propiedad de la diferencia de logaritmos se tiene

2
log,, 2* — log,, = = logy, i
%

Simplificando

log,pz = —1.

Escribiendo en forma exponencial

r=10"1.
Respuesta: x = 0.1.

Ejemplo 10.6

Resuelve la siguiente ecuacion

z + log, 16 = 2log, 2.

Solucién:

aplicando las propiedades de logaritmos se tiene

4 1
— 2 — — _— = —
x = log, 2° — log, 16 = log, 16 log, 1

Escribiendo en forma exponencial

4(1?

por lo tanto x = —1.
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Ejemplo 10.7

Resuelve la ecuacién

logg(2? — 1) — 3 = logs(z + 1).

Solucion:
restando a ambos lados logs(z + 1) y sumando a ambos lados 3 obtenemos

logz(2? — 1) — logg(x + 1) = 3.

Aplicando la propiedad de la diferencia de logaritmos

! z2 —1
O =
8s z+1
Simplificando
(x+1)(x—1)
log P = logs(z — 1) = 3.

Escribiendo en forma exponencial

3 =—g—1,

por lo tanto x = 28.
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Ejemplo 10.8

Resuelve la ecuacién

237=1 — 39

Solucion:
Escribiendo en forma logaritmica

log, 32 = 3z — 1.

Sumando 1 a ambos lados

log, 32 + 1 = 3z,

dividiendo ambos lados entre 3

log, 32 + 1
_— =
3
Ya que log, 32 = 5, entonces

r=2
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Ejemplo 10.9

Resuelve la ecuacién
5z—|—2 — 329:—1

Solucién:

aplicando logaritmo natural a ambos lados de la ecuacién

In(52) = In(3**71).

Utilizando la propiedad log, 2" = nlog, = :

(x+2)In5=(2z—1)In3.

Dividiendo ambos lados por In5

1
(z+2) = (2z — 1)% = 0.6826(2x — 1) = 1.36522 — 0.6826.

Restando -2 y 1.3652x a ambos lados

z — 1.36527 = —0.6826 — 2,

0.3652z = —2.6826,

96826
- — _7.3453.
T 703652
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