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1. Introduccion

Una forma de describir los subconjuntos de niimeros reales es por medio de intervalos.
La forma grafica de los intervalos permite realizar de manera sencilla las operaciones
de union y de interseccion de estos subconjuntos. La representacion por intervalos es
ampliamente utilizada en las mateméaticas de nimeros reales. Uno de estos usos es
en la solucion de desigualdades que se vera méas adelante en este capitulo.

Objetivo general

= Representar subconjuntos de niimeros reales en forma de intervalo y resolver
desigualdades.



2. Intervalos

Prerrequisitos
= Teoria de conjuntos, conjunto de niimeros reales.
Objetivos especificos

= Describir subconjuntos de ntimeros reales en la forma de: intervalo, desigualdad,
y grafica.

= Realizar las operaciones de unién y de interseccién de subconjuntos de nimeros
reales.

La notacién en forma de intervalo describe a los subconjuntos de ntimeros reales
comprendidos entre dos niimeros fijos a y b, se tienen los siguientes tipos:

Intervalo abierto (a,b), sus elementos son los niimeros comprendidos entre a y b.
Los nimeros mismos a y b no pertenecen al intervalo.

Intervalo cerrado [a,b], sus elementos son los nimeros a, b y los nimeros com-
prendidos entre a y b.

Intervalo semiabierto por la izquierda (o semicerrado por la derecha) (a,b],
sus elementos son el nimero b y los nimeros comprendidos entre a y b.

Intervalo semicerrado por la izquierda (o semiabierto por la derecha) [a,b),
sus elementos son el nimero a y los nimeros comprendidos entre a y b.

Intervalos infinitos, tienen la forma (—o0,b), (—o0,b], (a,o0), [a,00) y (—o0, 00).

Hay tres formas para describir los subconjuntos de nimeros reales. La forma de
intervalo es la que se mostré en los parrafos anteriores. Otra manera es utilizando
los simbolos de las desigualdades: <, >, <y >; que significan menor, mayor, menor
o igual, y mayor o igual que, respectivamente. La tercera es la forma gréafica de los
intervalos. En geometria los intervalos abiertos, cerrados o semiabiertos se llaman
segmentos y los intervalos infinitos se conocen como semirrectas. En los segmentos se
utiliza un punto lleno para indicar el extremo cerrado del intervalo y un punto vacio
para el abierto. En la Tabla 1 se muestra la correspondencia entre estas tres formas.



Tipo de intervalo  Notacion Notacion Grifica

de des- de interva-
igualdad lo
abierto a<z<b (ab) a b
— 00—
cerrado a<z<b [a,b] a b
——
Semiabierto por a <z <b (a,b a b
la izquierda —o0—e—
Semiabierto por a <z <b [a,b) a b
la derecha —o——o0—
Infinito cerrado z <b (=00, b b
por la derecha ——
Infinito  abierto x <b (—00,b) b
por la derecha ——
Infinito cerrado = >a [a,00) a
por la izquierda ———
Infinito abierto = >a (a,00) a
por la izquierda o——

Tabla 1. Formas para describir subconjuntos de ntimeros reales

3. Desigualdades

Prerrequisitos
= Teoria de conjuntos, conjunto de ntimeros reales.
Objetivo especifico

= Describir las propiedades de las desigualdades.



Las desigualdades expresan que una cantidad es mayor que otra o menor. Se llaman
desigualdades estrictas cuando se utilizan los simbolos < (menor que) o > (mayor
que), y desigualdades no estrictas cuando los simbolos utilizados son < (menor o
igual que) y > (mayor o igual que).

Las desigualdades tienen las siguientes propiedades:

1. El sentido de la desigualdad no se altera si se suma o se resta un mismo ntimero
en ambos lados de la desigualdad.

2. El sentido de la desigualdad no se altera si ambos lados de la desigualdad se
multiplican o dividen por un ntmero positivo.

3. El sentido de la desigualdad se invierte si se multiplican o dividen ambos lados
por un nimero negativo.

De estas propiedades se muestran ejemplos en la tabla 2.

9>5
‘ Propiedad 1 ‘ Propiedad 2 ‘ Propiedad 3 ‘

943>5+3 | 9%x3>50%x3 | —2x9<—-2x%x5
11 > 8 27 > 15 —18 < —10

Tabla 2. Ejemplos de las propiedades de las desigualdades

4. Desigualdades lineales

Prerrequisitos

= Teoria de conjuntos, conjunto de nimeros reales, intervalos.
Objetivo especifico

= Resolver desigualdades lineales.

Una desigualdad (o inecuacion) lineal se resuelve de la misma forma que una ecuacién
lineal. Se utilizan las propiedades antes descritas, teniendo especial cuidado en la
propiedad que indica que si ambos lados de la desigualdad se multiplican o dividen
por un numero negativo se invierte el sentido de la desigualdad.



Ejemplo 4.1

x—5<6+x
3 2

La desigualdad se resuelve mediante el procedimiento siguiente.

Resolver

= Se multiplican ambos miembros por el minimo comtin multiplo de los
numeradores que es 6. Tal que 6 es un nimero positivo, el sentido de la
desigualdad no se cambia.

6(x —5) 6(6+x)
3 - 2

= simplificando,
2z — 10 < 18 4 3z,

= se resta 3x de cada lado,
2z — 3z — 10 < 18 4+ 3z — 3z,

—r—10 < 18,

= se suma 10 de cada lado,
—x — 10410 < 18 + 10,

—x < 28,

= se multiplican ambos lados por -1 y se invierte el sentido de la desigual-
dad,

(=D)(=x) > (=1)(28),

» la solucion es x > —28 o en forma de intervalo (—28, c0).

Respuesta: (—28, 00)




5. Método de la serpiente para resolver desigual-
dades

Prerrequisitos
= Teoria de conjuntos, conjunto de nimeros reales, intervalos.
Objetivos especificos

= Resolver desigualdades no lineales utilizando el método de la serpiente.
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El siguiente algoritmo que hemos llamado “método de la serpiente” se puede usar

para resolver desigualdades de la forma

(x—a1)(z—ag)...(x—ay)

(x —=b))(x—by)...(x—by)

>0,

o con cualquiera de los otros simbolos de las desigualdades (>, <, o <). Este algoritmo
es una sintesis y una simplificaciéon de los métodos siguientes: de los intervalos, de
multiplicacion de signos, grafico, y del método por casos.

El algoritmo consiste en dibujar la recta numérica en donde se marcan todos los
nameros ap, dg, . . . , Ay, by, ba, . . ., by, (ver Figura 1). Se puede observar que si
se toma un nimero r mayor que todos estos nimeros, entonces todos los factores
(x — a;) y (x — bj) son positivos. Por lo tanto la expresion del lado izquierdo es
positiva.

Cuando z disminuye tanto que es menor al punto maximo marcado en la recta,
entonces un factor cambia de signo, mientras que los otros conservan su signo positivo.
Ahora la expresion del lado izquierdo es negativa. Esto se dibuja en la grafica como
una curva que inicia arriba a la derecha de la recta (cola de la serpiente) y la atraviesa
en el punto maximo marcado.

Al continuar con este procedimiento se pueden marcar los intervalos donde la ex-
presion del lado izquierdo es positiva negativa o cero. La grafica de la figura 1 que
simula una serpiente ilustra el procedimiento descrito.

En los puntos by, bo, ..., b, la expresion no esta definida, por esta razén se marcan
con puntos blancos (estos valores de x nunca cumplen la desigualdad).

Si la desigualdad dada es estricta (<, o >), entonces ninguno de los valores ay, as, . . . , a,
es soluciéon de la desigualdad, por esta razon los valores aq, as, . . . , a, se marcan



como puntos blancos tnicamente en el caso de las desigualdades estrictas (<, o >).

Método de la serpiente

ANANYANANNEIAN
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Figura 1

Ejemplo 5.1
Resolver la desigualdad

(x=2)(z+ 1)(z —3) <
75— L -

Soluciéon: aqui los valores que llamaremos criticos son a; = 2, as = —1, tal que
r+1=x—(-1), a3 =3,y by = 4. Usando el método de la serpiente:

Se observa que la serpiente esta debajo de la linea, en el lado negativo, cuando
z € [—1,2] y cuando x € [3,4).
La respuesta es: € [—1,2] U [3,4)




Ejemplo 5.2

Resolver la desigualdad

z(z+1)(z+2)
(x —3)(z+4)
Soluciéon: para trazar la serpiente se obtienen los valores criticos como sigue:
= v =2 — 0, entonces a; = 0;
x+1=x—(—1) entonces ay = —1;
x + 2 =1x — (—2) entonces ag = —2;
de x — 3 se tiene by = 3;
x+4 =1z — (—4) entonces by = —4.
Ya que la desigualdad es estricta, todos los puntos marcados en la serpiente
son blancos.

> 0.

NP
VA

Se puede ver que la serpiente estd por arriba de la linea, en el lado positivo, si
r € (—4,2) oz € (—1,0) 0z € (3,00).
La respuesta es (—4, —2) U (—1,0) U (3, 00)

. J

Ejemplo 5.3

Resolver la desigualdad

(2z 4+ 1)(3z — 4) S0,
(x—1)(2x—-3) —
Solucién: en este ejemplo se ve que la parte izquierda de la expresion no tiene la

forma adecuada para usar el método de la serpiente, porque algunos coeficientes
son diferentes de uno. Sin embargo, se puede factorizar de la siguiente manera




>0,

(z-12(-3) ~
dividiendo ambos lados por 3 resulta

(z+3)(x = 3)

5 > 0.

(z —1)(z —3)
De esta forma ya se puede aplicar el método de la serpiente. Los valores criticos
sonxz—%,xz%,leyx:%.

La respuesta es = € (—oo, —3] U (1,3] U (3, 00)

Ejemplo 5.4

Resolver la desigualdad

z+2 Sz +1 ‘

r—1"x—2
Solucién: para poder aplicar la serpiente el lado derecho de la expresion debe
ser cero. Entonces

x+2_x+1>Q
r—1 -2~

que es equivalente a

(x4+2)(x—2)—(x—1)(x+1) ‘
CEDICED) =t

realizando operaciones en el numerador



2 —4— (22 -1)

>0
(x—1)(x—2) — 7
simplificando se llega a
—3
> 0.
(z—1)(z—-2) ~

Al dividir ambos lados de la expresion por —3 se cambia el sentido de la
desigualdad para obtener

1
E-D@=2 ="

Ahora ya se puede aplicar la serpiente

NS
\of

La respuesta es (1, 2)

Ejemplo 5.5

Resolver la desigualdad

(@-1*z+3) _
z+1 -
Solucién: En esta desigualdad x = 1 es un punto critico doble por el exponente
2 del factor (z —1). En 2 = 1 la serpiente toca la linea e inmediatamente sube,
es decir Abrincal como se muestra en la siguiente grafica.
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La respuesta es (—oo, —3] U (—1, c0)

6. Desigualdades cuadraticas

Prerrequisitos

= Teoria de conjuntos, conjunto de nimeros reales, intervalos, ecuaciones cua-
draticas.

Objetivo especifico
= Resolver desigualdades cuadraticas.

Las desigualdades cuadraticas son de la forma

ar? +br 4+ ¢ <0,

que también pueden tener cualquiera de los otros simbolos de las desigualdades (<,
>, 0 >).

El método de la serpiente descrito en la seccion anterior, se puede aplicar para resolver
las desigualdades cuadraticas, pues basta recordar que una ecuaciéon cuadratica se
puede expresar en forma factorizada conociendo sus soluciones.

La forma factorizada del polinomio cuadratico es

az® +bx +c = a(zr — 1) (r — 1),

donde los valores x1 y x5 se obtienen al resolver

11



ar? +bx +c=0,
utilizando la conocida férmula general para la solucion de la ecuacion de segundo

grado dada por
—b+ Vb? — dac
2a '

T12 =

Ejemplo 6.1
Resolver
322 +2z—1<0.
Por la férmula general se obtiene x1 = —1y x5 = %, entonces

1
3x2—|—2x—1=3(x—§)($+1)§0,

dividiendo ambos lados por el niimero positivo 3, se tiene

(z — %)(Jchl) <0.

Ahora se dibuja la serpiente

™ A

— /3

La respuesta es x € [—1, 5]

Ejemplo 6.2

Resolver 8z2 — 10z — 3 > 0.

Por la férmula general se obtiene x; = % y Lo = —%, entonces

12



1 3
8m2—10m—3:8(m+1)(m—§)>0,

dividiendo ambos lados por el niimero positivo 8, resulta

1 3

El dibujo de la serpiente es

La respuesta es (—oo, —1) U (2, 00)

Ejemplo 6.3

Resolver —42? + 42 —1 > 0.
Por la férmula general se obtiene xy = x5 = %, entonces

1
—4x® + 4 — 1= —4(z — 5)2 >0,

dividiendo ambos lados por el niimero negativo -4, se tiene

1o
— )2 <.
(x 2) <0

La serpiente en este caso toca la recta pero no la atraviesa:

13




2O |4

Tal que la desigualdad no es estricta, la soluciéon es x = %, el cual es el punto
donde la serpiente toca la recta.

La respuesta es r = %

Ejemplo 6.4

Resolver 22 — 2z +2 >0

La ecuacién 22 —2x+2 = 0 no tiene solucitin en el conjunto de niimeros reales,
esto porque al aplicar la férmula general se obtiene la raiz cuadrada de un
numero negativo. Por lo tanto no se puede factorizar para aplicar el método
de la serpiente.

Si az? + bx + ¢ = 0 no tiene solucién en el conjunto de los ntimeros reales y
a > 0, entonces la grafica de la funcién y = ax? + bz + ¢ es una pardbola que
se abre hacia arriba y no tiene interseccion con el eje x, es decir se cumple
ar? 4+ bx + ¢ > ( para toda = € (—00, 00).

En este ejemplo a = 1 > 0. La siguiente es la serpentina grafica de y =
z? — 2z +2:

14



La respuesta es (—00, 00)

Ejemplo 6.5

Resolver —4z? + 42 — 10 > 0

La ecuaciéon —422%+4x —10 = 0 no tiene solucién en el conjunto de los niimeros
reales, esto porque al aplicar la férmula general se obtiene la raiz cuadrada de
un numero negativo. Por lo tanto no se tienen niimeros reales para marcar en
la recta numérica y aplicar la serpiente, al igual que en el ejemplo anterior.
Si se multiplican ambos lados de la desigualdad por el niimero negativo —1 se
invierte el sentido de la desigualdad quedando

42® — 42 +10 <0,

ya que a = 4 > 0, entonces 422 — 42 + 10 es una parabola que abre hacia arriba
y no cruza el eje X. La serpiente flota por encima del eje X:

15




La respuesta es ()
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