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RESUMEN

Este articulo tiene la finalidad de realizar una comparacién de los
métodos clasicos utilizando la solucion analitica, asi como la
utilizacion de programas realizados en el programa Devc++ de los
métodos: Euler, Euler Mejorado o Heun y Runge-Kutta de cuarto
orden, estos sirven para la solucion de problemas de ecuaciones
diferenciales de primer orden con valores iniciales. Cauchy
demostr6 que dada una ecuacion diferencial con condiciones
iniciales tiene una unica solucidn, estas ecuaciones diferenciales de
primer orden, se presentan en toda la ingenieria, ciencias exactas,
humanisticas, bioldgicas, administrativas, medicina, entre otras. El
més popular simple de estos métodos es el de Euler. Después le
sigue el método de Euler mejorado (Heun) y se tienen muchas
variantes que han surgido del método de Runge-Kutta de cuarto
orden. Euler fue el primero en realizar un método a lo que hoy se
le llama anélisis numérico. Sin embargo, en la investigacion de
estos métodos hay una diferencia en cuanto a la convergencia, asi
como la estabilidad de estos.

ABSTRACT

This article has the purpose of making a comparison of the
classical methods, Euler, Improved Euler or Heun's Method and
Runge-Kutta of fourth order, these serve for the solution of the
Cauchy problem, which showed that given a differential equation
with initial conditions has a single solution, these differential
equations of first order, are presented in all engineering, exact
sciences, humanities, biology, administration, medicine, among
others, the most popular simple is the Euler method. This is
followed by the improved Euler (Heun) method, and there are
many variants that have emerged from the fourth-order Runge-
Kutta method.
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Area de
Sistemas

Euler was the first to perform a method of what is now called
numerical analysis. However, in the investigation of these methods
there is a difference in terms of convergence, as well as the
stability of these.

Palabras claves: Analytical, devc++, Euler, Cauchy.

INTRODUCCION

analitica, asi que una alternativa es La utilizacion de métodos
numéricos los cuales proporcionan valores aproximados de las
soluciones de las ecuaciones diferenciales ordinarias puntualmente
en un intervalo dado. EIl primer problema de este tipo de con
condiciones iniciales fue formulado por Leonhard Euler en 1768,
Md. Kamruzzaman and Mithun Chandra Nath, (2018), introdujo el
primer método numérico sencillo, para resolver numéricamente la
ecuacion diferencial ordinarias de primer orden estas pueden ser
lineales o no lineales, Md. Nurujjaman. Este método es
fundamental entre los métodos numéricos para resolver la ecuacion
diferencial ordinarias. A pesar de que este método es muy lento,
dependiendo del nimero de particiones, el error de propagacion es
mucho mayor que la solucion exacta. Después, los matematicos
reformularon el método de Euler para aumentar su aceleracion,
reduciendo el error. Los dos métodos propuestos son el método del
punto medio y el método de Euler modificado. Este articulo
proporciona una breve revision de la interpretacién geométrica del
método de Euler, el método del punto medio y el método de Euler
modificado. Heun (llamado método de Euler mejorado), hizo
contribuciones adicionales en 1900 y Kutta en 1901. Este ultimo
caracterizd por completo el conjunto de métodos R-K de orden 4 y
propuso el primer método de orden 5. En su articulo, que aparecio
en 1901. Un desarrollo sobre este se encuentra en el articulo Geeta
Arora and Varun Joshi, Isa Sani Garki, Picard propuso un método
utilizando el teorema fundamental del calculo integral1891[4].,

comienza reformulando el problema del wvalor inicial
IKYoussef.A.EI-Arabawy

y'=f(ty)y(t)=Yo @
De la ecuacion (1) las soluciones convergen. los autores

demuestran John H. Hubbard, Samer S. Habre, and Beverly H.
West [6], demuestran el teorema, que si f (t, X) , sta definida para

to[a,b], xo[c,d]y satisface la condicion de Lipschitz
|f(t,x1)—f(t,xz)|£K|X1—X2|para te[ab].x.x, [c.d]

si U, :[a,b] —[c,d]es una sucesion de aproximaciones de Euler
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para la ecuacién diferencial ordinaria de primer orden dada por

x' = f (xt)conu(t,)=c con longitudes de paso que tienden a

0,y si limu, (t)=c existe para algunos t, e[a,b] entonces
N—o0

existe una Gnica solucion para X' = f (x,t)conu(ty)=c Si

teorema no es verdadero para la caucién diferencial (1) cuando x =

0, es decir, cuando la solucion cruza el eje t.

Pero las aproximaciones de Euler de convergen si cumplen la
condicion de Laphitz: si una sucesion de Aproximacién de Euler

U, (®, definida para te[ab], todas  satisfacen
u,(t)>&6u, (t)<—sera algin &>0eentonces se aplica el

teorema entonces se aplica el Teorema y las U, convergen a una

solucién si convergen en un solo punto. Se afirma esto en la
siguiente proposicion.

Proposicion. Sea h, >0 sea una secesion de longitudes de paso
que tiende a 0, y sea U, una secesion que se aproximaciones al
método de Euler con longitud de paso h, .

1. Siexiste t, tal que ¢, =U,(t,) convergeacconc >0,
entonces la sucesion U, (t) converge para cada
t>t, —2«/6: b la funcion a la  funcidn

2
v(t)= w
2. Siexiste t, tal que ¢, =u, (t,) converge ac con ¢ <

0, entonces la sucesion U, (t) converge para cada

t>t,—24J-c=b la funcion a la funcion

(t-b)’
t)=——~L
V="

fundamental Teorema sin el cual es esencialmente
imposible probar nada acerca de las diferentes
cuestiones. Lo reformulamos aqui con el siguiente
teorema.

+1 echo depende de la igualdad

TEOREMA.
Sea f(x,t) definida paratodo t €[a,b], xe[c,d] v satisface

la condicion de Lipschitz | f (t,x )~ f (t,x, )| < K|x —X,| para
todo  te[ab] X, %, €[c,d]
u,u, : [a, b] —>[c,d] son funciones continuas diferenciables por

)-f(tu, (1) <6,

Supongamos que

partes que satisfacen |uZ (t

Para todos los puntos te[a,b] donde las funciones u, u,n

diferenciables y |u, (t,)—U, (t,)| <. Para algunos o, , o,,

520 entonces |u, (t,)—U, (t,)| <& . Entonces:

|U1 (t uz( )| < 5eK\t ] +01 ;02 ( K\t—to\ _1) @

Se puede pensar que las & son los errores de las pendientes que
miden hasta qué punto U;, U, no tienen la pendiente adecuada
para ser la solucion x'=f(x,t) & como el error de la
condicion inicial. Entonces, independientemente de la eleccion de
la condicion inicial, las aproximaciones sucesivas Y, (t)
convergen en algin intervalo [to,t0 + h] la solucion del problema

1. Ademés, si f (t, y) es continua en el rectangulo R, entonces el
error de la solucién aproximada se estima por la desigualdad

& =y(t)-v, (t)|sML”& M = max|f(t y| ©

(n+1)!
METODOLOGIA
Se utilizaran los métodos de Euler, Euler Mejorado (método de
Heun) y de Runge-Kutta de cuarto orden para resolver la ecuacion
(4) con algunas con el mismo paso para realizar comparaciones
respectivas con su solucién analitica.

Se tiene el problema de valores iniciales.
dy
dt =f(t,y) a<t<b (4)
y(a)=a
Como en los métodos numéricos se debe de tener una particion
para el tiempo sea {t,,t,,t,,...t,} depaso h>0 , donde t, =a
y t, =ba partir de la condicién inicial se determinaran las otras

aproximaciones.
La generalizacion del método de Euler viene dada por:

y|+1 yl + h f (t| ! yl ) (5)

Para el método de Euler mejorado (método de Heun)
Yo=Y +hf(t,y).i=01. (6)

h «
Yii = Vi +E[ f(t,y)+f (ti+17 yi+1):| U]

Método de Runge-Kutta.
k= (t.y) ®)
h 1

k,=hf |t +—,y. +=k 9
2 ( i + 2 yl + 2 1} ( )

(10)
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k, =hf (ti +h,y; +k3) (11) Aplicacion 1
1 4
Yoy =Y, +—(k1+2k2+2k3+k4) (12) 35
. 6 3 //
APLICACION 1 s =
Resolver la siguiente ecuacion diferencial ordinaria por los 2
métodos numéricos anteriores compararla con la solucion analitica. 1.5
d - " 1
d—yz y+xYy(0)=1y(1)=?h=0.05. Solucién analitica 0s
M .
0
y(x)=2€" —x-1.

Tabla 1. Muestra los resultados en cada iteracion.

—Euler Euler Mejorado Runge Kutta y analitica

Figura 1-. Muestra graficamente las aproximaciones con la

N X EULER EULER MEJORADO RUNGE KUTTA ANALITICA SOlUCién anall,tica.
0 0 1 1 1 1 o
Aplicacion2.
1) v E0 Loeis Ot UU5252l Resolver la siguiente ecuacion diferencial ordinaria por los
2 | o1 1105 1105125 1.10643906 111034184 métodos numéricos anteriores compararla con la solucion analitica.
3 [ 015 | 1.16525 1.16425625 1.16576906 | 1.17366849 ﬂ = ycos( x), y(O) =1 y(1) =?h=0.05.
dx
4 | 02 | 1.2310125 1.22890656 1.22945223 1.24280552 sin(x)
solucion analitica y(x)=e
5 | 0.25 | 1.30256313 1.29935189 1.29771166 1.31805083 ] o
Tabla 2. Muestra los resultados en cada iteracion
6 | 03 | 1.38019128 1.37588199 1.37078188 1.39971762 )
N X EULER EULER MEJORADO RUNGE KUTTA |ANALITICA
7 | 035 | 1.46420085 1.45880108 1.44890945 1.4881351
0 0 1 1 1 1
8 | 04 | 155491089 154842864 153235356 1.5836494 1 002 05 075625 075675 060972587
9 | 045 | 165265643 1.64510007 1.62138668 1.68662437 > 005 025062474 0.37844518 0.57230833 0.37890545
11 | 0.55 | 1.87067872 1.86100095 1.81738038 1.91650604 4 0.1 0.06343944 0.09548166 0.32874657 0.16925495
12 | 06 | 1.99171265 1.9809885 1.92495862 2.0442376 5 0125 0.03203481 0.04813756 0.24945141 0.12922991
13 | 0.65 | 2.12129828 2.10953793 2.03936275 2.18108166 6 015 0.01621554 0.02432787 0.18943835 0.11066784
14 | 07 | 22598632 2.24707732 2.16094259 | 2.32750541 L Lt Lt Lttt Dl
15 | 0.75 | 240785636 2.39405619 2.2000659 | 248400003 8 02 000418432 0.00625825 0.10051746  0.10717023
9 0225 0.00213289 0.00318527 0.08336901 0.1138907
16 | 0.8 | 2.56574918 2.5509465 2.42711928 2.65108186
10 0.5 0.00108964 0.00162489 0.06351243 0.1232749
17 | 0.85 | 2.73403664 2.71824382 2.57250914 2.8292937
11 0.275 0.00055788 0.00083073 0.04842141 0.13413928
18 | 0.9 | 2.91323847 2.89646851 2.72666273 3.01920622
12 03 0.00028623 0.00042563 0.03694296 0.14575305
19 [ 0.95 | 3.10390039 3.08616694 2.8900292 3.22141932
13 0.325 0.00014716 0.00021853 0.02820538 0.15766038
2011 | 330659541 3.28791219 3.06308069 3.43656366 14 035 7.5804E-05 0.00011243 0.02154902 0.16957267
15 0.375 3.9123E-05 5.7953E-05 0.01647431 0.18130314
16 0.4 2.0228E-05 2.9928E-05 0.01260258 0.19272723
17 0.425 1.0477E-05 1.5483E-05 0.00964653 0.20375865
18 045 5.4352E-06 8.024E-06 0.00738804 0.21433477
19 0475 2.824E-06 4.1649E-06 0.00566136 0.22440793
20 05 1.4694E-06 2.1651E-06 0.0043404 0.23394004
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A
y 4 d . .
21 0.525 7.6564E-07 1.1271E-06 0.00332923 0.24289948 —y=ySIn(2X)—20y,y(O)=1 y(l)=7h=0.025.SO|UCIOn
22 055 3.9942E-07 5.8752E-07 0.00255473 0.2512591 dx
. -3 30 ) . 104 _
23 0575 2.0861E-07 3.0662E-07 0.00196118 0.25899514 analitica. y( x) :( cos (2X) " sm(2x) n @-20x
24 0.6 1.0907E-07 1.602E-07 0.00150608 0.26608652 101 101 101
25 0.625 5.7074E-08 8.3783E-08 0.00115696 0.27251445 . L
Tabla 3. Muestra los resultados en cada iteracion.
26 065 2.9891E-08 4.3856E-08 0.00088902 0.27826222
27 0.675 1.5666E-08 2.2974E-08 0.0006833 0.28331508 N x -Euler,\/Iejorado Runge Kutta [EIERINES
28 0.7 8.2149E-09 1.2043E-08 0.00052528 0.28766017 o o 1 1 1 1
29 0.725 4.3098E-09 6.3162E-09 0.00040388 0.29128647 1 0035 05 075625 075625  0.60972587
30 075 2.2619E-09 3.3141E-09 0.00031057 0.29418485
2 005 025062474 037844518  0.57239833 0.37890546
31 0.775 1.1873E-09 1.7395E-09 0.00023884 0.296348
3 0075 012593789  0.18985554  0.4336084  0.24477591
32 0.8 6.2335E-10 9.1314E-10 0.00018368 0.29777048
4 01 006343944  0.09548166  0.32874657 0.16925495
33 0825 3.2725E-10 4.7939E-10 0.00014126 0.29844872
5 0.25 0.03203481  0.04813756  0.24945141 0.12922991
34 085 1.7178E-10 2.5166E-10 0.00010863 0.29838101
6 015 001621554 0.02432787  0.18943835 0.11066784
35 0875 9.015E-11 1.3209E-10 8.3534E-05 0.29756752
7 0175 0.00822757  0.0123244  0.14398003 0.10504301
36 09 4.7292E-11 6.9312E-11 6.4226E-05 0.29601027
37 0925 2.4798E-11 3.6355E-11 4.9372E-05 0.29371315 8 02 000418432 000625825  0.10951746 0.10717023
38 095 12995E-11 1.9059€-11 37946E-05 02906819 9 0225 000213289  0.00318527  0.08336901  0.1138907
39 0.975 6.8048E-12 9.9848E-12 2.9156E-05 0.2869241 10 025 000108964  0.00162489  0.06351243  0.1232749
40 1 3.5604E-12 59271E-12 2 9397E-05 0.28244914 11 0.275 0.00055788  0.00083073  0.04842141 0.13413928
12 03 000028623  0.00042563  0.03694296 0.14575305
Aplicacion 2 13 0.325 0.00014716  0.00021853  0.02820538 0.15766038
3 14 035 7.5804E-05 0.00011243  0.02154902 0.16957267
2.5 15 0.375 3.9123E-05 5.7953E-05  0.01647431 0.18130314
2 § — 16 0.4 2.0228E-05 2.9928E-05  0.01260258 0.19272723
1.5 17 0425 1.0477E-05  1.5483E-05  0.00964653 0.20375865
1 18 045 54352E-06  B8.024E-06  0.00738804 0.21433477
0.5 19 0475 2.824E-06  4.1649E-06  0.00566136 0.22440793
0 20 05 14694E-06 2.1651E-06  0.0043404  0.23394004
0 01 02 03 04 05 06 07 08 03 21 0525 7.6564E-07 1.1271E-06  0.00332923 0.24289948
—Euler Euler Mejorado Runge Kutta y analitica
22 055 3.9942E-07 5.8752E-07  0.00255473  0.2512591
Figura 2.- Muestra graficamente las aproximaciones con la 23 0575 20861E-07 3.0662E-07  0.00196118 0.25899514
solucion analitica.
24 06 10907E-07  1.602E-07  0.00150608 0.26608652
APLICACION 3 25 0.625 5.7074E-08  8.3783E-08  0.00115696 0.27251445
Re;olver la ,5|_gmente ecuacion diferencial ordlna_rlla por,_los 26 065 29801E.08  43856E-08  0.00088902 0.27826222
métodos numéricos anteriores compararla con la solucién analitica.
27 0.675 15666E-08  2.2974E-08  0.0006833 0.28331508
28 0.7 82149E-09  1.2043E-08  0.00052528 0.28766017
29 0725 4.3098E-09  6.3162E-09  0.00040388 0.29128647
30 075 2.2619E-09  3.3141E-09  0.00031057 0.29418485
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31 0.775 1.1873E-09

32

0.8  6.2335E-10

33 0.825 3.2725E-10

34 0.85 1.7178E-10

35 0.875 9.015E-11

36

0.9 4.7292E-11

37 0.925 2.4798E-11

38 0.95 1.2995E-11

39 0.975 6.8048E-12

40

12

0.8
0.6
0.4

0.2

3.5604E-12

—_— oy

0.05
0.25
0.3

1.7395E-09
9.1314E-10
4.7939E-10
2.5166E-10
1.3209E-10
6.9312E-11
3.6355E-11
1.9059E-11
9.9848E-12

5.2271E-12

Aplicac

0.35
0.4

v
=

—FEuler Euler Mejorado

0.00023884
0.00018368
0.00014126
0.00010863
8.3534E-05
6.4226E-05
4.9372E-05
3.7946E-05
2.9156E-05

2.2397E-05

ion 3

, v v o v

= VS e S
o o o

Runge Kutta

vy
~

¥

0.296348
0.29777048
0.29844872
0.29838101
0.29756752
0.29601027
0.29371315

0.2906819
0.2869241

0.28244914

oo v
=

0.9
0.95

analitica

Figura 3.- Muestra graficamente las aproximaciones con la
solucion analitica

APLICACION 4.
Resolver la siguiente ecuacion diferencial ordinaria por los
métodos numeéricos anteriores compararla con la solucién analitica.

ay +1 y= 3 ,¥(0)=4 y(1)=?h=0.025. solucion analitica
dx 2 2
X

y(x)=3+e 2.

Tabla 4. Muestra los resultados en cada iteracion.
n X Euler Mejorado | Runge Kutta 'y analitica
0 0 4 4 4 4
1 0.025 3.9875 4.04359375 3.9875 3.9875778
2 0.05 3.97515625 4.03101758 3.97515625 3.97530991
3 0.075 3.9629668 4.01859861  3.9629668 3.96319442
4 0.1 3.95092971 4.00633488 3.95092971 3.95122942
5 0.125 3.93904309 3.99422444  3.93904309 3.93941306
6 0.15 3.92730505 3.98226538 3.92730505 3.92774349
7 0.175 3.91571374 3.97045582 3.91571374 3.91621887
8 0.2 3.90426732 3.95879387 3.90426732 3.90483742

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
S5
36

38
39
40

0.225
0.25
0.275
0.3
0.325
0.35
0.375
0.4
0.425
0.45
0.475
0.5
0.525
0.55
0.575
0.6
0.625
0.65
0.675
0.7
0.725
0.75
0.775
0.8
0.825
0.85
0.875
0.9
0.925
0.95
0.975
1

3.89296398
3.88180193

3.8707794
3.85989466
3.84914598
3.83853165
3.82805001
3.81769938
3.80747814
3.79738466
3.78741735
3.77757464
3.76785495
3.75825677
3.74877856
3.73941883
3.73017609
3.72104889
3.71203578
3.70313533
3.69434614
3.68566681
3.67709598
3.66863228
3.66027437
3.65202094
3.64387068

3.6358223
3.62787452
3.62002609
3.61227576
3.60462232

3.9472777
3.93590547
3.92467541
3.91358571
3.90263464
3.89182046
3.88114145
3.87059594
3.86018224
3.84989871
3.83974372
3.82971568
3.81981298
3.81003407
3.80037739
3.79084143
3.78142466

3.7721256
3.76294278
3.75387475
3.74492006
3.73607731
3.72734509
3.71872203
3.71020675
3.70179792

3.6934942
3.68529427
3.67719684
3.66920063
3.66130437
3.65350682

3.89296398 3.89359735
3.88180193  3.8824969

3.8707794 3.87153435
3.85989466 3.86070798
3.84914598 3.85001609
3.83853165 3.83945702
3.82805001 3.82902912
3.81769938 3.81873075
3.80747814 3.80856032
3.79738466 3.79851622
3.78741735 3.78859689
3.77757464 3.77880078
3.76785495 3.76912636
3.75825677 3.75957212
3.74877856 3.75013657
3.73941883 3.74081822
3.73017609 3.73161563
3.72104889 3.72252735
3.71203578 3.71355197
3.70313533 3.70468809
3.69434614 3.69593431
3.68566681 3.68728928
3.67709598 3.67875163
3.66863228 3.67032005
3.66027437 3.6619932
3.65202094 3.65376979
3.64387068 3.64564853

3.6358223 3.63762815
3.62787452 3.62970741
3.62002609 3.62188506
3.61227576 3.61415988
3.60462232 3.60653066
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Aplicacén 4 Aplicacion 5

4.1

|
\

3.9 =
3.8 1 11 12 13 14 15
3.7 e Fyler e Fuler Mejorado
3.6 = Runge Kutta y analitica
3.5
Figura 5.- La solucion analitica de la aplicacion se muestra en
34 la figura 6.
3.3
O N « IN N 1D N 1N < 1N N N O 1 M~
S o oo "o Yoo L o!
o o o o o o o ¢

Figura 4.- Muestra graficamente las aproximaciones con la
solucion analitica.

APLICACION 5

Resolver la siguiente ecuacion diferencial ordinaria por los
métodos numéricos anteriores compararla con la solucién analitica.

% = ytan(x), y(l) =1.55740772465 y(1.5) =?h=0.1-

2
” . sec(x)” ~3.42551882081
solucion analitica: y(x) =€ () .

Tabla 5. Muestra los resultados en cada iteracion
Figura 6. Muestra la solucion analitica de la ecuacion

n x Euler Mejorado . ! atit
diferencial ordinaria
0 155740772  1.55740772  1.55740772 1.55740772
1 1.1 1.79995961 1.76868165  1.76868165 1.92475297
En su articulo Zhang Lijuan, Guan Tiannye (2018), utilizan los
2 12 215360841 2.08446443  2.04824262 1.49107422 errores de truncamiento local y global los cuales se muestran en la
3 1.3 270754914 2.56595623  2.44041623 2.01983055 tabla 6.
4 14 368283609 3.37933442  3.04592165 3.17886326 redondeo y de truncamiento local y global de los métodos.
5 1.5 5.81810162 5.04137393  4.16951221 7.63816342
Tabla 6.- Se muestra el error local y error global
Figura 5. Muestra graficamente las aproximaciones con la Método Error local de Error global de
solucion analitica. truncamiento truncamiento
Euler O(hz) O(h).
Runge-Kuta segundo O(ha) O(hz )
orden método de Euler '

mejorado o de Heun

a‘o\'\o dein Vesy,
X )

%,
~ .
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unge-Kuta cuarto orden O(hS). O(h“).

RESULTADOS Y ANALISIS

De las tablas 1 a 5 se observa que el método de Runge-Kutta una
mejor aproximacion esto es debido al error de truncamiento que
tiene cada uno de los métodos, se debe de resaltar que si h es muy
pequefia el método de Euler mejorara aproximandose mas a la
solucion analitica, pero en este caso se realizaran bastantes
iteraciones, de la aplicacién 5. Se observa como se alejan Runge-
Kutta, de la solucién analitica.

CONCLUSIONES

El método de Runge-Kutta es el mejor para utilizarlo en cualquier
problema en el cual se debe resolver problemas de ecuaciones
diferenciales ordinarias con condicione iniciales, de manera
aproximada, en la aplicacién 5. de la figura 5. Se observa que ya
no se puede aproximar con estos métodos, al observar la figura 6.
las pendientes crecen rapidamente. Si quiere poner una
restriccionse deberd de anexar el algoritmo que si dos pendientes

de y' = f (t,y)dados Y, Ve tiene
‘f (t, yz)— f (t, yl)‘ <cgara un & > Qependiendo del

problema. Si crese mucho los métodos no obtendran solucién.
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