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Ecuación de Laplace en conducción de calor con tres de ellas homogéneas una 

condición es del tipo de enfriamiento de Newton 

 

Esiquio Martin Gutierrez Armenta*, Marco Antonio Gutiérrez Villegas*, Alfonso Jorge Quevedo 

Martínez **, Israel Isaac Gutiérrez Villegas ***,  José Alejandro Reyes Ortiz*, María de Lourdes 

Sánchez Guerrero*, Josué Figueroa González* y Javier Norberto Gutiérrez Villegas**** 

 
 
 RESUMEN 
En este artículo tiene la finalidad de mencionar la gran aportación 

del matemático Riemann Georg Friedrich Bernhard, que dio el 

paso a la integración analítica a lo que hoy se llama  cálculo 

integral, y al teorema fundamental de cálculo, para encontrar la 

solución de una función de manera  analítica pero en general hay 

una infinidad de las cuales no se puede encontrar esta , se utilizara 

un método que cualquiera puede utilizar, con  estos métodos  se 

realizan aplicaciones en la cual una si se tiene buenos resultad, 

pero en otra pasa lo contrario los resultados no son buenos, 

también se calcula la primitiva para compararlos con esta , en este 

trabajo  se utilizara el método numérico de la cuadratura de  Carl 

Friedrich Gauss. 

 

ABSTRACT 
This article article an analytical development of the heat equation 

is carried out in a square that can be extended to a rectangle by 

varying its dimensions with boundary conditions on three of its 

non-trivial faces, and one of them isolated. Due to the tedious 

mathematical development, as well as its algebraic difficulties and 

the development to find the coefficients of Jean-Baptiste Joseph 

Fourier, analytical solutions for this type of cases are generally not 

found in the literature. 
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INTRODUCCIÓN 
La técnica sobre las series de Taylor de Winslow Taylor a 

principios del siglo XVII, se consideraron estas series infinitas, 

para el desarrollo del seno, coseno, tangente, logaritmo natural 
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ln(1+x), que fueron obtenidas por técnicas geométricas por 

Leibniz, para más detalles consultarse el artículo de Frédéric 

Barbaresco and Jean-Pierre Gazeau (2019)., en análisis armónico 

conmutativo lo aborda   Rahim Kouki , Barry J. Griffiths, (2020),  

de utilizando curvas sinusoidales para describir la temperatura, este 

fue pasando como una idea matemática que dada  Cualquier 

función se podría descomponerse en una combinación lineal de 

funciones seno. Esta se aplica en resolver ecuaciones diferenciales 

parciales que se originaron a partir de la física y   matemáticas, en 

espacios Euclideanos, Hanwen Guan, Haoyi Song, Yang and 

Jiayuan Zhang, (2021), una demostración rigorosa del teorema de 

sobre superposición no lineal, se construirle a partir del álgebra de 

Lie en espacios vectoriales. Este es argumento más convincente 

que apoya el uso de esta definición alternativa de la regla de 

superposición, se muestra que esta definición permite una 

generalización inmediata del Teorema de Lie para el caso de 

sistemas de ecuaciones diferenciales parciales, Josué F. Cariñena, 

(2006). El método de separación de variables y el principio de 

superposición para resolver el problema de conducción de calor en 

estado estable para un rectángulo finito con las siguientes 

dimensiones  0 x a   y 0 y b  .  Las condiciones de 

frontera conocidas de primer tipo utilizadas por  Peter Gustav 

Lejeune Dirichlet que resolvió el problemas de potencial en una 

región cerrada con condiciones  de frontera, para asegurar la 

existencia y unicidad de la solución, la ecuación de Laplace 

cumple con esta condición, a este se le conoce como problema de 

Peter Gustav Lejeune Dirichlet, al cual se tenía que encontrar una  

función armónico con la condición de contorno derivada normal 

( ).  Γ
d

g x x
dn


= ò  frontera donde n es la normal exterior a la 

superficie de la frontera. se llama condición de frontera del 

segundo tipo, de Carl Gottfried Neumann (1832-1925), Alexander 

H.-D. Chenga, Daisy T. Cheng. (2005), También en su artículo 

Pushpendra Singh , Amit Singhal, Binish Fatimah, Anubha Gupta 

and Shiv Dutt Josh.(2021).realizan una demostración completa 

cuando se obtiene una única solución y no tiene. 

Las condiciones de frontera del Tipo Dirichlet, con temperaturas 

fijas, o indeterminadas para paredes aisladas (o también llamadas 

paredes adiabáticas). 

En este trabajo se mantienen tres lados del rectángulo (cuadrado) 

tipo Dirichlet  
1,2,3Γ

T temperaturas constantes las cuales son 

funciones de su posición a lo largo de la cara donde se encuentra 
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esta. En una de sus caras se utiliza la condición de tipo Carl 

Gottfried Neumann ( )
4Γ

s

T
T T

y



= −


. 

 

METODOLOGÍA Y DESARROLLO 
Se hará uso del teorema del principio de superposición para 

descomponer el problema en cuatro para este caso se usará la 

figura 1. Donde se muestra este principio para facilitar el 

desarrollo, con esta se obtendrán cuatro problemas en los cuales se 

utilizará el método de variables separable para cada uno de estos 

(método de Fourier). Planteamiento del problema, sea la ecuación 

de Laplace en dos dimensiones dada por la ecuación 1. 
2 2

2 2
0

T T

x y

 
+ =

 
 

0 x a L  =  0  y b W  =  (1) 

Con las condiciones de frontera. 

1( )T f y=  0x =  (1.a) 

2 ( )T f y=  y a L= =  (1.b) 

3 ( )T f x=  0y =  (1.c) 

4 ( )T f x=  y b W= =  (1.d) 

Donde Utilizando superposición se separa la ecuación 1, con sus 

condiciones de frontera (1 a, b, c, d) en cuatro problemas simples, 

que la solución general es de la forma: 

1 2 3 4( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )T x y T x y T x y T x y T x y= + + +        (2) 

La figura 1 muestra al sistema de la ecuación 1 con sus 

condiciones de frontera (1 a, b, c, d), en cuatro problemas simples. 

Estos se resolverán por el método de separación de variables 

(Fourier). 

 
Figura 1. Muestra como un problema de Laplace 

 

En un cuadrado se descompone en cuatro problemas más simples 

utilizando el principio de superposición basándose en la 

formulación descrita en Jambrina, L (2023). 
.  

 

Aplicando este principio se expresan en cuatro figuras las cuales 

tienen su expresión matemática con sus condiciones de frontera. Se 

resolverán cuatro casos. 

 

Caso 1 

Donde la función 1( , )T x y  se representa como 

2 2

1 1

2 2
0

T T

x y

 
+ =

 
 

0 x a L  =  0  y b W  =  (1.1) 

 

Utilizando las condiciones de frontera son 1a, 1b, 1c y 1d. Las 

ecuaciones diferenciales de segundo orden asociadas al sistema. 

1 1( )T f y=  0y =  (1.1 a) 

1 0T =  x a L= =  (1.1 b) 

1 0T =  0y =  (1.1 c) 

1 0T =  y b W= =  (1.1 d) 

 

Caso 2 

Donde la función 2 ( , )T x y  se representa como 

2 2

2 2

2 2
0

T T

x y

 
+ =

 
 

0 x a L  =  0  y b W  =  (2.1) 

Utilizando las condiciones de frontera son 1a, 1b, 1c y 1d. Las 

ecuaciones diferenciales de segundo orden asociadas al sistema. 

2 0T =  x a L= =  0x =      (2.1 a) 

 

( ) ( )
2

2
2T f y 


=


= = −

Γ

S

T
T T

y
 

x a L w= = =  (2.1 b) 

Donde S
T  la temperatura de la superficie del cuero ya no tiene 

influencia sobre el material. T = es la temperatura del medio 

ambiente. 

2 0T =  0y =  (2.1.c) 

2 0T =  y b W= =  (2.1.d) 

 

Caso 3. 

 Para 3( , )T x y   como: 

2 2

3 3

2 2
0

T T

x y

 
+ =

 
 

0 x a L  =  0  y b W  =       (3.1) 

 

Las Condiciones de frontera: 

3 0T =  0x =  (3.1.a) 

3 0T =  x a L= =  (3.1.b) 
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( )3 3T f x=  0y =  (3.1.c) 

3 0T =  y b W= =  (3.1.d) 

 

Caso 4 
Resolviendo el caso 4. 

2 2

4 4

2 2
0

T T

x y

 
+ =

 
 

0 x a L  =  0  y b W  =  (4.1) 

 

Las Condiciones de frontera: 

4 0T =  0=x  
(4.1.a) 

4 0T =  Lax ==  
(4.1.b) 

4 0T =  0=y
 

(4.1.c) 

( )4 4T f x=  Wby ==
 

(4.1.d) 

Resolviendo los cuarto casos para estos se propone una solución de 

la forma: 

( ) ( ) ( )4 ,T x y X x Y y=                            (4.a) 

Obteniendo las segundas derivadas parciales de la ecuación 4.a con 

respecto a ,x y  sustituyendo en la ecuación 4 se obtiene: 

( ) ( )2 2

2 2

2 2

1 1
     ,    0

d X x d Y y

X Ydx dy
 − = =                 (a5) 

La cuales solo tiene solución para 
2 0   de la ecuación a5 se 

obtienen dos ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo orden: 

( )2

2

2
0

d X x
X

dx
+ =                               (a6) 

( )2

2

2
0

d Y y
Y

dy
− =                               (a7) 

Donde sus soluciones dadas por: 

( ) ( )1 2cosX c x c sen x = +                          (a8) 

3 4

y yY c e c e −= +                               (9) 

Sustituyendo las ecuaciones (a8- a9) en la ecuación (4a): 

( ) ( )4 1 3 3 4, cos( sen( y yT x y c x c x c e c e    = + + −       (a10) 

Aplicando la condición de frontera en la ecuación 4a: 

( ) ( ) ( )   001,0 43214 =++= − yy ececccyT 

    (a11)                           

se tiene: 

01 =c
                                                (a12)                                                   

( ) ( ) yy ececxsencyxT  4324 , += −

                (a13)                        

(a14) 

de la ecuación (4c): 

( ) ( ) ( ) ( ) 0
4

0
324 0,  ececxsencxT += −

                 (a15)     

( ) ( )  00, 4324 =+= ccxsencxT                      (a16) 

043 =+ cc                                      (a17) 

Se obtiene la ecuación (a18): 

43 cc −=                                       (a18) 

utilizando la condición de frontera a la ecuación (4b) 

( ) ( )  0, 424 =−= − yy eeLsenccyLT          (a19) 

Todas las constantes deben ser diferente de cero. debido a que la 

función exponencial es diferente de cero en todo ℝ, así que se tiene 

la única posibilidad es que: 

( ) 0=Lsen                                (a20) 

Esto sólo puede tenerse si de la ecuación (a20) el argumento sea 

cero esto debe cumplir (a21): 

,...2,1para    , == n
L

n
                            (a21) 

Por el principio de superposición para las constantes  nC  , así 

utilizando la identidad ( )  2    x xsenh x e e  −= −  se tiene: 

( ) 















= 



=
L

yn
senh

L

xn
sencyxT

n

n
  

,

1

4


                (a22)  

Utilizando la condición de la ecuación (4d): 

( ) ( ) 















== 



=
L

Wn
senh

L

xn
sencxfWxT

n

n


1

44 ,

               (a23)                            

Usando el principio de ortogonalidad de la serie de Taylor: 

( ) dx
L

xn
senxf

LL

Wn
senhc

L

n 







=












0

4
2

               (a24)  

Despejando a nC  

( ) dx
L

xn
senxf

L

Wn
senhL

c

L

n 
















= 

 

 

2

0

4




               (a25) 

Sustituyendo en la ecuación (a25-a22) 

( )4

0

4 1

2
( )

 
,

L

n

n xL
f x sen d

n y
senh

T x y
n LW

senh
W

x
L







=

  
  


 
 

 
 
 

=


 


 



 
             (a26) 

La ecuación (a26) es la solución de la ecuación 4 sujeta a las 

condiciones de frontera dadas por las ecuaciones (4a -4d). 

 

SOLUCIÓN PARA EL CASO 2 
2 2

2 2

2 2
0

T T

x y

 
+ =

 
 

0 x a L  =  0 y b W  =  (2) 
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Condiciones de frontera: 

2 0T =  0x =       (2a) 

( ) ( )
2

2 2T f y 


= == = −


Γ

S

T
T T

y
 

x a L= =  (2b) 

2 0T =  0y =  (2 c) 

2 0T =  y b W= =  (2 d) 

Realizando un proceso análogo al anterior 

( ) ( ) ( )2 ,T x y X x Y y=                       (b5) 

Calculando las segundas derivadas parciales de la ecuación b5 con 

respecto a   , x y  sustituyendo en la ecuación 2 se obtiene: 

 
( )

( )

( )

( )2 2

2

2 2

1 1
,  0

d X x d Y y

X x Y ydx dy
 = =                (b6) 

De la ecuación (b6) se obtienen dos ecuaciones diferenciales 

ordinarias de segundo orden. 

  
( )

( )
2

2

2
0

d Y y
Y y

dy
+ =                     (b7)                                                                                                                                                                           

( )
( )

2

2

2
0

d X x
X x

dy
− =                            (b8)                                                                                              

Donde las soluciones para ésta están dadas por: 

( ) ( ) ( )1 2cos sen λyY y c y c= +                     (b9) 

( ) 3 3

x xX x c e c e −= +                           (b10)                                                                   

Sustituyendo las ecuaciones (b9-b10) en la ecuación (b5) 

( ) ( ) ( ) ( )2 1 2 3 4, cos sen x xT x y c y c y c e c e   −= + +        (b11)                                     

Derivando ( ) ( )2

2cos cos
T

y c y
y

   


= − +


 aplicando la 

condición de frontera de la ecuación (2b) para esto se tiene que 

derivar parcialmente con respecto a y la ecuación b11: 

( )
( ) ( ) ( )2

1 2

,
seno λy cos

T x y
c c y

y
  


= − + = −  

S
T T     (12b)                                       

Utilizando la condición de frontera ecuación (2b) la siguiente 

teoría se utiliza para , 1 N N N se pueden tomar las siguientes 

sumatorias para las series seno y coseno. 
1

2
cos( ) 0

N

i

k

=

=
N

, 

1

2
sin( )

N

i

k

=


N

 para una ampliación sobre el tema ver Michael P. 

Knapp Loyola, S. Greitzer, la demostración del teorema la realiza 

Many cheerful Facts Arbelos 4 (1986), no. 5, 14–17. 2. J. 

Holdener, Math bite: Sums of Sines and Cosines, this Magazine, 

82 (2009), 126 utilizando números complejos. 

Las pruebas de estas dos identidades son un buen ejercicio de 

álgebra compleja: usando el teorema de DeMoivre y la fórmula de 

Euler, 
( )

2

2
1

N

i
i Ne e




 
 
 

 
 
 
 

= =  se derivan las identidades de la 

parte real e imaginaria se obtiene la siguiente ecuación 

2

1

2
1 0

1
2 2

(cos( ))   ) 0

1

N
i

N

N N

N
i

i K
N

e
k k

i sin
n n

e





  −

= =

 
− 

   
+ = = 

   
− 

 

  . 

( )
( ) ( ) ( )2

1 2

0,
seno λw cos

T w
c c w

y
  


= − + = −  

S
T T         (b13) 

Como el segundo término de la ecuación (b13) no puede ser cero 

entonces se debe de tener: 

( ) ( )seno λw cos w=                          (b14)  

( )cos cos ;
2


 

 
= + 

 
  ( )sin sin ;

2


 

 
= − 

 
  en estos casos 

al evaluar es cero. 

 

También ser puede ser utilizado en este caso. 

( ) ( ) ( )2 4 1 2, cosT x y c c y c sen y = +             (b15) 

Con la condición de la ecuación (2c): 

( ) ( )( ) ( )( )2 1 2,0 cos 0 0 0T x c c sen  = + =              (b16) 

( ) ( ) ( )2 1 2,0 1 0 0T x c c= + =                                 (b17) 

 

De aquí 1 0c = :                              

( ) ( )2 20,T y c sen y=                (b17.1) 

Aplicando las condiciones de frontera (2d) 

( ) ( )4 2, 0T x W c sen W= =                      (b18) 

Donde las constantes deben ser diferente de cero así que la única 

posibilidad es que 

( ) 0sen W =                                  (b19) 

Esto sólo puede tenerse si 

,    para 1,2,...
n

n
W


 = =                      (b20) 

Utilizando el principio de superposición para las soluciones y 

sustituyendo la identidad  2 ( ) x xsenh y e e  −= −  ,las constantes  

nc . 

( ) ( )2 1
, nn

n y n x
T x y c sen senh

W W


 

=

   
= −   

   
 S

T T         (b21)                                           

De la condición tomando la ecuación (2b) 

( ) ( )2

1

, n

n

n y n L
T L y c sen senh

L W


 

=

−
   

=   
   

S
T T               (b22) 

 

 



 
Memorias del Congreso Científico Tecnológico de las carreras de 

Ingeniería Mecánica Eléctrica, Industrial y Telecomunicaciones, sistemas y electrónica 

 
AÑO 8. No. 8. ISSN-2448-7236. SEPTIEMBRE 2023 – AGOSTO 2024.     EM-06, pág.: 1 a la 8. 

 
 

 

 
 

 
 

 
 
 
 

 

 

 

EM-06: 

5 DE 8 

 
 

Usando la ortogonalidad 

( )

0

2  
W

n

n L n y
c senh sen dy

W W W

 −   
=   

   


S
T T

               (b23)                           

Despejando nc  de la ecuación (b23) 

( )
0

2  W

n

n y
c sen dy

n L W
Wsenh

W

 



−  
=  

   
 
 


S

T T
                 (b24) 

Sustituyendo la ecuación (b24) en la ecuación (b21) 

( )2 1 0

2  
,

w

n

n x
senh

n yW
T x y sen dy

n LW W
senh

W









=

 
 

   =  
  









 
             (b25)                    

 

La ecuación (b25) es la solución de (2) sujeta a las ecuaciones (2a, 

2b, 2c, 2d) 

 

SOLUCIÓN PARA EL CASO 1 

0
2
1

2

2
1

2

=



+





y

T

x

T

 
0 x a L  =  0 y b W  =  1 

Condiciones de frontera para el caso 1                                                       

)(11 yfT =
 

0x =    (1a) 

1 0T =  x a L= =  (1b) 

1 0T =  0y =    (1c) 

1 0T =  y b W= =  (1d ) 

En forma similar se propone una solución de la forma 

( ) ( ) ( )1 ,T x y X x Y y=                       (b5) 

Derivando parcialmente adecuación (b5) con respecto a ,x y  y 

sustituyendo en ecuación (2) se obtiene dos ecuaciones 

diferenciales ordinarias de segundo orden que son 

( ) ( )2 2

2 2

2 2

1 1
     ,   0

d X x d Y y

X Ydx dy
 = − =          (b6)                             

De la ecuación (a6) se obtienen dos ecuaciones diferenciales de 

segundo orden: 

( )2

2

2
0

d Y y
Y

dy
+ =                        (b7) 

( )2

2

2
0

d X x
X

dx
− =                        (b8) 

Donde las soluciones para ésta están dadas por: 

( ) ( ) ( )1 2cosY y c y c sen y = +             (b9) 

( ) 3 4

x xX x c e c e −= +                     (b10) 

Sustituyendo la ecuación (b9) y la ecuación(b10) en la ecuación 

(b5) 

( ) ( ) ( )1 1 2 3 4, cos x xT x y c y c sen y c e c e   − = + +        (b11)                         

Aplicando la condición de frontera de la ecuación (3b)  

( ) ( )( ) ( )( )1 1 2 3 4,0 cos 0 0 0x xT x c c sen c e c e   −   = + + =  
 (b12) 

( ) ( ) ( )1 1 2 3 4,0 1 0 0x xT x c c c e c e − = + + =    
 (b13) 

( ) ( ) ( )1 1 2 3 4,0 cos 0 0 0x xT x c c sen c e c e − = + + =    
 (b14) 

 De donde  

1 0c =                                        b15) 

( ) ( )1 2 3 4, x xT x y c sen y c e c e  − = +                (b16)                            

Aplicando la condición de frontera (1b) 

( ) ( )1 2 3 4, 0L LT L y c sen y c e c e  − = + =          (b17)                

Para este caso se tiene la siguiente suposición  ( )Le senh L →   

para 0x  (grandes), ( )Le senh L − →   para x pequeños, 

entonces la ecuación (b17) se escribe de la siguiente manera 

( ) 3 4 0senh L c c + =  como ( ) 0senh L   entonces 

3 4 0c c+ =  de aquí 3 4c c= −  sustituida en la ecuación (b17) 

( ) ( ) ( )1 2 4,  T x y c c sen y senh x =         (b18)                                 

Aplicando la condición de frontera de la ecuación (1 d) 

( ) ( ) ( )1 3 2, 0T x W c c sen W senh x = =      (b19)  

Donde las constantes deben ser diferente de cero así que la única 

posibilidad es que 

( ) 0sen W =                              (b20) 

Esto sólo puede tenerse si 

,    para 1,2,...
n

n
W


 = =                         (b21) 

Utilizando el principio de superposición para las soluciones y 

sustituyendo 2 ( ) x xsenh y e e  −= −  este 2 y las demás 

constantes están incluidas en las constantes  nc  

( )2

1

, n

n

n x n y
T x y c sen senh

W W

 

=

   
=    

   
                 (b21)                           

Utilizando la condición de la ecuación (2b) 

( ) ( )2

1

, n

n

n y n L
T L y f y c sen senh

L W

 

=

   
= =    

   
                

(b22)  

Usando la ortogonalidad 

( )2

0

2  
W

n

n L n y
c senh f y sen dy

W W W

    
=   

   
                   (b23)                        

Despejando nc  de ecuación (b23) 

( )2

0

2  
W

n

n y
c f y sen dy

n L W
Wsenh

W





 
=  

   
 
 

            (b24)                     
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Sustituyendo ecuación (b24) en la ecuación (b21) 

 
( ) ( )2 2

1 0

2  
,

w

n

n x n y
senh sen

n yW W
T x y f y sen dy

n LW W
senh

W

 







=

   
         =  

   
 
 

 
         (b25)   

La ecuación resultante (b25) es la solución de la ecuación (2) 

sujeta a las condiciones de frontera dadas por las ecuaciones (2a, 

2b, 2c, 2d) 

 

SOLUCIÓN PARA EL CASO 1. 

0
2
1

2

2
1

2

=



+





y

T

x

T

 
0 x a L  =  0 y b W  =  1 

Condiciones de frontera para el caso 1 

)(11 yfT =
 

0x =  (1a) 

1 0T =  x a L= =  (1b) 

1 0T =  0y =  (1c) 

1 0T =  y b W= =  (1d ) 

Se vuelve a proponer una solución de la forma 

( ) ( ) ( )1 ,T x y X x Y y=                         (a5) 

Derivando parcialmente a la ecuación (b5) con respecto a ,x y  y 

sustituyendo en la ecuación (1) se obtiene dos ecuaciones 

diferenciales ordinarias de segundo orden que son 

( ) ( )2 2

2 2

2 2

1 1
     ,   0

d X x d Y y

X Ydx dy
 = − =             (a6)                     

de la ecuación (a6) se obtienen dos ecuaciones diferenciales de 

segundo orden   

( )2

2

2
0

d Y y
Y

dy
+ =                             (a7) 

( )2

2

2
0

d X x
X

dx
− =                              (a8) 

Donde las soluciones para ésta están dadas por 

( ) ( ) ( )1 2cosY y c y c sen y = +               (a9)            

( ) 3 4

x xX x c e c e −= +                          (a10) 

Sustituyendo las ecuaciones (a9) y (b10) en la ecuación (a5) 

( ) ( ) ( )1 1 2 3 4, cos x xT x y c y c sen y c e c e   − = + +         (a11)           

Aplicando la condición de frontera (3b) . 

( ) ( )( ) ( )( )1 1 2

3 4

,0 cos 0 0

0x x

T x c c sen

c e c e 

 

−

 = + 

 + = 

              (a12) 

( ) ( ) ( )1 1 2 3 4,0 cos 0 0 0x xT x c c sen c e c e − = + + =      (a13)                       

( ) ( ) ( )1 1 2 3 4,0 1 0 0x xT x c c c e c e − = + + =          (a14)                      

De donde  

1 0c =                                     (a15) 

( ) ( )1 2 3 4, x xT x y c sen y c e c e  − = +               (a16)                                 

Aplicando la condición de frontera dada por la ecuación (1b) 

( ) ( )1 2 3 4, 0L LT L y c sen y c e c e  − = + =          (a17)  

Para este caso se tiene la siguiente suposición  ( )Le senh L →   

para 0x   (grandes), ( )Le senh L − →   para x  pequeños, 

entonces la ecuación (a17) se escribe de la siguiente manera  

( ) 3 4 0senh L c c + = . Como ( ) 0senh L   así  3 4 0c c+ =  

de esta 3 4c c= −  Sustituida en la ecuación (a14)  

( ) ( ) ( )1 2 4,  T x y c c sen y senh x =       (a18)                               

Aplicando la condición de frontera dada por la ecuación (1 d) 

( ) ( ) ( )1 3 2, 0T x W c c sen W senh x = =           (a18)                    

Donde las constantes deben ser diferente de cero así que la única 

posibilidad es que 

( ) 0sen W =                                  (a19) 

Esto sólo puede tenerse si 

,    para 1,2,...
n

n
W


 = =                                    (a20) 

( )1

1

, n

n

n y n x
T x y c sen senh

W W

 

=

   
=    

   
            (a21)  

Utilizando la condición (1a) 

( ) ( )
( )

( ) ( )

( ) ( )

1 1

1

1 1

1

1 1

1

0
0,

0,

0,

n

n

n

n

n

n

nn y
T y f y c sen senh

L W

n y
T y f y c sen

L

n y
T y f y c sen

L









=



=



=

  
= =   

   

 
= =  

 

 
= =  

 







         (a22)    

Usando la ortogonalidad 

( )1

0

2  
W

n

n y
c f y sen dy

W W

 
=  

 
                (a23) 

Sustituyendo la ecuación (b23) en la ecuación (b21) 

( ) ( )1 1

1 0

2  
,

w

n

n x n y n y
T x y senh sen f y sen dy

W W W W

  

=

     
 =      

     
  (a24)                 

La ecuación (b24) es la solución de la ecuación (1) sujeta a las 

condiciones de frontera dadas por las ecuaciones (2a, 2b, 2c, 2d) 

 

 

 

SOLUCIÓN DEL CASO 3 
2 2

3 3

2 2
0

T T

x y

 
+ =

 
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0 x a L  =  0 y b W  =  1.6.7’’ 

 

 

3 0T =  0x =  (3a) 

3 0T =  x a L= =  (3b) 

( )3 3T f x=  0y =  (3c) 

3 0T =  y b W= =  (3d) 

 

Se propone una solución de la forma 

( ) ( ) ( )3 ,T x y X x Y y=                           (a5) 

Calculando las segundas derivadas parciales de la ecuación (a5) 

con respecto a ,x y  y sustituyendo en la ecuación (4) se obtiene 

( ) ( )2 2

2 2

2 2

1 1
     ,   0

d X x d Y y

X Ydx dy
 − = =             (a6)                               

De la ecuación (a6) se obtienen dos ecuaciones diferenciales de 

segundo orden 

( )2

2

2
0

d X x
X

dx
+ =                                (a7) 

( )2

2

2
0

d Y y
Y

dy
− =                                (a8) 

Donde las soluciones están dadas por 

( ) ( )1 2cosX c x c sen x = +                   (a9) 

3 4

y yY c e c e −= +                            (a10) 

Sustituyendo la ecuación (a9) y (a10) en la ecuación (a5) 

( ) ( ) ( )3 1 2 3 4, cos x xT x y c y c sen y c e c e   − = + +           

(a11) 

Aplicando la condición de frontera dada por la ecuación (3a)  

( ) ( ) ( )3 1 2 3 40, cos 0 0 0x yT y c c sen c e c e   − = + + =        

(a12)                

( ) ( ) ( )3 1 2 3 40, 1 0 0xT y c c c e c e − = + + =                       (a14)             

De donde se tiene que 

2 0c =                                      (a15) 

( ) ( )3 1 3 4, x xT x y c cos y c e c e  − = +           (a15’) (a16) 

Utilizando la condición (3d) 

( ) ( )3 2 3 4, 0W WT x W c sen x c e c e  − = + =            (a17)                  

Para este caso se tiene la siguiente suposición ( )We senh W →   

para 0x  (grandes), ( )We senh W − →   para x  pequeños, 

entonces por la ecuación (a17) se escribe de la siguiente manera    

 ( ) ( ) ( ) 3 2 3 4, 0T x W c sen y senh W c c = + =     (a17) (a18)                       

Como ( ) ( ), 0senh W sen x    entonces: 

3 4 0c c+ =                                     (a19) 

3 4c c= −                                         a20) 

Sustituyendo en las ecuaciones (a20) y en (a16) 

( ) ( ) ( )3 2 4,T x y c c sen y senh y =  

Aplicando la condición de frontera dada por la ecuación (3b) 

( ) ( ) ( )3 2 4, 0T L y c c sen y senh x = =       (a21) 

Donde las constantes deben ser diferente de cero y las funciones 

exponenciales también son diferentes de cero, así que la única 

posibilidad es que 

( ) 0sen L =                           (a22) 

Esto sólo puede tenerse si                    

,    para 1,2,...
n

n
L


 = =                           (a23) 

Utilizando el principio de superposición para las soluciones y 

sustituyendo 1, 2c c  por nc . 

( )3 1

   
, nn

n x n y
T x y c sen senh

L L

 

=

   
=    

   
         (a24) 

Utilizando la condición (3c) 

( ) ( )

( ) ( )
( )

( ) ( )

3 3

1

3 3

1

3 3

1

,0

0
,0

,0

n

n

n

n

n

n

n x
T x f x c sen

L

nn x
T x f x c sen senh

L L

n x
T x f x c sen

L









=



=



=

 
= =  

 

  
= =   

   

 
= =  

 







              (a25)                

  

Usando la ortogonalidad 

( )4

0

2
L

n

n x
c f x sen dx

L L

 
=  

 
                    (a26) 

Sustituyendo la ecuación (a26) en la ecuación (a24) 

( ) ( )3 4

1 0

2    
,

L

n

n x n y n x
T x y sen senh f x sen dx

L L L L

  

=

      
 =       

      
 

       (a27)  

La ecuación (a27) es la solución de (3) sujeta a las condiciones de 

frontera dadas por las ecuaciones (3a, 3b, 3c, 3d). 

La solución de la ecuación (5) bajo las condiciones de frontera (5a, 

5b, 5c, 5d) está dada por la ecuación(a28): 

 

( ) ( )1

1 0

2  
,

w

n

n x n y n y
T x y senh sen f y sen dy

W W W W

  

=

     
 = +     

     
 

  

1 0

2  w

n

n x
senh

n yW
sen dy

n LW W
senh

W









=

 
 

  
+ 

 



 
 
 

 
 

(a28) 

( )4

1 0

2    
L

n

n x n y n x
sen senh f x sen dx

L L L L

  

=

      
  +      

      
 

  



 
Memorias del Congreso Científico Tecnológico de las carreras de 

Ingeniería Mecánica Eléctrica, Industrial y Telecomunicaciones, sistemas y electrónica 

 
AÑO 8. No. 8. ISSN-2448-7236. SEPTIEMBRE 2023 – AGOSTO 2024.     EM-06, pág.: 1 a la 8. 

 
 

 

 
 

 
 

 
 
 
 

 

 

 

EM-06: 

8 DE 8 

 
 

( )4

0
1

2  
L

n

n

n y
senh

n L
n

xL
f x sen d

W
se h

W

x
L









=

  
  



 

 
 
 

 
 

 




 

 
 

 

La ecuación 28 es la solución del problema utilizando el principio 

de super posición que viene dada en la ecuación 2, el 

procedimiento puede ser utilizado para resolver con otro tipo de 

condiciones de frontera.  

 

CONCLUSIONES 
Una de las formas sencilla pero procedimiento laboriosa de cálculo 

para  este tipo de problemas, es el método  separación de variables 

de  Fourier, se puede utilizar la  transformada de Laplace, pero este 

tiene un problema que cuando ya se tiene despejada la función 

transformada, se debe encontrar  la función inversa de esta,  por lo 

general hay dificultades  ya que se requiere una buena habilidad en 

el cálculo   transformada inversa, esta puede ser complicada para 

encontrarla,  otra alternativa seria  las técnicas numéricas por 

ejempló  diferencias finita, elemento finito o elemento frontera. 

Pero estas soluciones obtenidas por estos métodos solo dan 

solución en unos puntos llamados nodos, y los anteriores son 

soluciones analíticas que sirven para obtener la solución en 

cualquier parte del modelo. 

 

El resultado de este procedimiento se utilizará para realizar la 

validación de los métodos numéricos mencionados. Otro problema 

a resolver es cuando una de las caras de la frontera tiene 

condiciones de Neumann, esta condición es la derivada normal que 

no es otra cosa que la derivada direccional en la dirección normal a 

la superficie de la frontera correspondiente. 
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