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RESUMEN

En este articulo tiene la finalidad de mencionar la gran aportacion
del matematico Riemann Georg Friedrich Bernhard, que dio el
paso a la integracion analitica a lo que hoy se llama céalculo
integral, y al teorema fundamental de calculo, para encontrar la
solucién de una funcién de manera analitica pero en general hay
una infinidad de las cuales no se puede encontrar esta , se utilizara
un método que cualquiera puede utilizar, con estos métodos se
realizan aplicaciones en la cual una si se tiene buenos resultad,
pero en otra pasa lo contrario los resultados no son buenos,
también se calcula la primitiva para compararlos con esta , en este
trabajo se utilizara el método numérico de la cuadratura de Carl
Friedrich Gauss.

ABSTRACT

This article article an analytical development of the heat equation
is carried out in a square that can be extended to a rectangle by
varying its dimensions with boundary conditions on three of its
non-trivial faces, and one of them isolated. Due to the tedious
mathematical development, as well as its algebraic difficulties and
the development to find the coefficients of Jean-Baptiste Joseph
Fourier, analytical solutions for this type of cases are generally not
found in the literature.
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INTRODUCCION

La técnica sobre las series de Taylor de Winslow Taylor a
principios del siglo XVII, se consideraron estas series infinitas,
para el desarrollo del seno, coseno, tangente, logaritmo natural
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In(1+x), que fueron obtenidas por técnicas geométricas por
Leibniz, para mas detalles consultarse el articulo de Frédéric
Barbaresco and Jean-Pierre Gazeau (2019)., en analisis armonico
conmutativo lo aborda Rahim Kouki , Barry J. Griffiths, (2020),
de utilizando curvas sinusoidales para describir la temperatura, este
fue pasando como una idea matemética que dada Cualquier
funcion se podria descomponerse en una combinacién lineal de
funciones seno. Esta se aplica en resolver ecuaciones diferenciales
parciales que se originaron a partir de la fisicay matematicas, en
espacios Euclideanos, Hanwen Guan, Haoyi Song, Yang and
Jiayuan Zhang, (2021), una demostracion rigorosa del teorema de
sobre superposicion no lineal, se construirle a partir del algebra de
Lie en espacios vectoriales. Este es argumento mas convincente
que apoya el uso de esta definicion alternativa de la regla de
superposicion, se muestra que esta definicion permite una
generalizacion inmediata del Teorema de Lie para el caso de
sistemas de ecuaciones diferenciales parciales, Josué F. Carifiena,
(2006). El método de separacion de variables y el principio de
superposicion para resolver el problema de conduccién de calor en
estado estable para un rectangulo finito con las siguientes

dimensiones 0<x<a y 0<y<b. Las condiciones de

frontera conocidas de primer tipo utilizadas por Peter Gustav
Lejeune Dirichlet que resolvié el problemas de potencial en una
region cerrada con condiciones de frontera, para asegurar la
existencia y unicidad de la solucion, la ecuacion de Laplace
cumple con esta condicidn, a este se le conoce como problema de
Peter Gustav Lejeune Dirichlet, al cual se tenia que encontrar una
funcién arménico con la condicion de contorno derivada normal
dg _
dn g
superficie de la frontera. se llama condicion de frontera del
segundo tipo, de Carl Gottfried Neumann (1832-1925), Alexander
H.-D. Chenga, Daisy T. Cheng. (2005), También en su articulo
Pushpendra Singh , Amit Singhal, Binish Fatimah, Anubha Gupta
and Shiv Dutt Josh.(2021).realizan una demostracion completa
cuando se obtiene una Unica solucién y no tiene.

Las condiciones de frontera del Tipo Dirichlet, con temperaturas
fijas, o indeterminadas para paredes aisladas (o también llamadas
paredes adiabaticas).

En este trabajo se mantienen tres lados del rectangulo (cuadrado)

tipo Dirichlet T|r temperaturas constantes las cuales son
123

(x).xoT" frontera donde nes la normal exterior a la

funciones de su posicién a lo largo de la cara donde se encuentra
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esta. En una de sus caras se utiliza la condicion de tipo Carl

r, "

Gottfried Neumann % = (T5 _Too)

METODOLOGIA Y DESARROLLO

Se hard uso del teorema del principio de superposicion para
descomponer el problema en cuatro para este caso se usara la
figura 1. Donde se muestra este principio para facilitar el
desarrollo, con esta se obtendran cuatro problemas en los cuales se
utilizara el método de variables separable para cada uno de estos
(método de Fourier). Planteamiento del problema, sea la ecuacion
de Laplace en dos dimensiones dada por la ecuacion 1.

8T 87T
—_ =
aXZ ayZ
0<x<a=L 0<y<b=W @
Con las condiciones de frontera.
T= fl(y) x=0 (1&)
T =1,(y) y=a=L (1.b)
T = f,(x) y=0 (1.0)
T =1,(x) y=b=W (1.d)

Donde Utilizando superposicion se separa la ecuacion 1, con sus
condiciones de frontera (1 a, b, ¢, d) en cuatro problemas simples,
que la solucion general es de la forma:

TY) =T +T () + T (6 Y) +T,(xy) - ()
La figura 1 muestra al sistema de la ecuacion 1 con sus

condiciones de frontera (1 a, b, c, d), en cuatro problemas simples.
Estos se resolveran por el método de separacion de variables

(Fourier).
‘y‘ f: 3 0 A 0
F 3 F 3
b : b b
f1 2 - fi 0+ 0 f2 +
f3 a 0 a ™ 0 a X
y 0 y
F 3 r 3
b b fa
0 0 +0 0
Hooe 0 o

Figura 1. Muestra como un problema de Laplace

En un cuadrado se descompone en cuatro problemas mas simples
utilizando el principio de superposicién basandose en la
formulacion descrita en Jambrina, L (2023).

Aplicando este principio se expresan en cuatro figuras las cuales
tienen su expresion matematica con sus condiciones de frontera. Se
resolveran cuatro casos.

Caso 1
Donde la funcién T ,(X,y) se representa como
T, N o, 0
aXZ ayz -
0O<x<a=L 0<y<h=W (1.1)

Utilizando las condiciones de frontera son 1a, 1b, 1cy 1d. Las
ecuaciones diferenciales de segundo orden asociadas al sistema.

T = () y=0  (1a)
T, =0 Xx=a=L (1.1b)
T, =0 y=0 (11lc)
T, =0 y=b=W (1.1d)
Caso 2
Donde la funcion T, (X, Y) se representa como
o’T, T, _,
axz ayz -
0<x<a=L 0<y<b=W (2.1)

Utilizando las condiciones de frontera son 1a, 1b, 1cy 1d. Las
ecuaciones diferenciales de segundo orden asociadas al sistema.
T,=0 X=a=L x=0 (219a)

oT. X=a=L=w (21b)
T=1f(y)=—%4 =(T,-T,)

I,
Donde T la temperatura de la superficie del cuero ya no tiene
influencia sobre el material. T_ = es la temperatura del medio

ambiente.

T,=0 y=0 (2.1.0)
T, =0 y=b=w (2.1.4)
Caso 3.
Para T ,(X,y) como:
T, , 0Ty _
aXZ ayZ -
0<x<a=L 0<y<h=W (3.1)
Las Condiciones de frontera:
T,=0 Xx=0 (3.1.a)
T, = x=a=L (3.1.h)
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T, = f,(x) y=0  (@1lg
T,=0 y=b=w (310
Caso 4
Resolviendo el caso 4.
oT, . o, 0
aXZ ayz -
0O<x<a=L 0<y<h=W (4.1)
Las Condiciones de frontera:
T4 =0 X = 0 (4.1.8)
T,=0 y=0 (4.10)
T, = f,(x) y=b=Ww  (@1d)

Resolviendo los cuarto casos para estos se propone una solucién de

la forma:
T, (xy)=X(x)Y(y) (4.a)

Obteniendo las segundas derivadas parciales de la ecuacion 4.a con
respecto a X,y sustituyendo en la ecuacion 4 se obtiene:

1 d?X(x) 1d%(y)
X dx Y dy?

La cuales solo tiene solucion para A% >0 de la ecuacion a5 se
obtienen dos ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo orden:

=1 |, A*>0 (a5)

d?X (x
—2() +A*X =0 (a6)
dx
d?y
(zy) -2 =0 (a7)
dy
Donde sus soluciones dadas por:
X =c, cos(Ax)+c,sen(Ax) (a8)
Y =ce ™ +c,e” ©)

Sustituyendo las ecuaciones (a8- a9) en la ecuacion (4a):

T, (% y) =(c,cos(Ax+c,sen(Ax) [cse‘y +ce-" ] (a10)
Aplicando la condicién de frontera en la ecuacion 4a:

T,(0.y)=[cr0)+ e (0)cse ¥ +c,e¥ |0

(a11)
se tiene:
¢ =0 (@12)
T4(X,y)=c,sen (}Lx)[c3e"1y + c4e’1y] 3)
(a14)
de la ecuacidn (4c):
T4(x,0)=c,sen (ﬂx)[cge”l(o) +c,e40) ] (a15)

T4(x,0)= cysen(Ax)c3 +¢,4]=0 (a16)
C3+C4 =0 (@17)

Se obtiene la ecuacion (al8):
C3 =—Cy (al8)

utilizando la condicidn de frontera a la ecuacion (4b)

T4(L, y)=cycqsen (iL)[eﬂ“y —e ] =0  (a19)
Todas las constantes deben ser diferente de cero. debido a que la
funcién exponencial es diferente de cero en todo R, asi que se tiene
la Gnica posibilidad es que:

sen(AL)=0 (a20)
Esto s6lo puede tenerse si de la ecuacion (a20) el argumento sea

cero esto debe cumplir (a21):

ﬂ:nT”, paran=12,... (a21)

Por el principio de superposicion para las constantes C_ , asi

n

XA

utilizando la identidad 2senh(Ax) = e™ —e™* setiene:

x y chsen( jsenh(mlr_yj

(a22)
Utilizando la condicidn de la ecuacion (4d):
W
T4 XW )= f4 Zc sen[ jsenh[n L j
(a23)
Usando el principio de ortogonalldad de la serie de Taylor:
cnsenh( } I 4 x)sen( )
(a24)
Despejando a C,
Ch :7]. f4 )sen(n X)
L senh( j
L (a25)

Sustituyendo en la ecuacion (a25-a22)
senh (—n”yj (a26)
p L)% , nzx ., a
T, (%, y):Wz"jliner[J‘ fd(x)sen( 0 de}
senh(Wj 0

La ecuacion (a26) es la solucion de la ecuacion 4 sujeta a las
condiciones de frontera dadas por las ecuaciones (4a -4d).

SOLUCION PARA EL CASO 2

T, 0T,
aXZ ay2 -
0<x<a=L 0<y<b=W )
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Condiciones de frontera:

T,=0 x=0 (2a)
oT X=a=L (2b)
Tz = fz (y) =_ :(Ts _Too)
I,

T,=0 y=0 (2¢)
T,=0  y=b=w (2d)

Realizando un proceso analogo al anterior
T, (% y) =X (X)X (y) (b5)

Calculando las segundas derivadas parciales de la ecuacion b5 con
respecto a X, Yy sustituyendo en la ecuacion 2 se obtiene:
1 d*X(x 1 d¥
2( )= (zy):/lz,/bo (b6)
X(x) dx Y(y) dy
De la ecuacion (b6) se obtienen dos ecuaciones diferenciales
ordinarias de segundo orden.

d?Y (y)

& +2%Y (y)=0 (b7)

d?X
ﬁ—zzx(x)zo (b8)

dy

Donde las soluciones para ésta estan dadas por:

Y (y)=c,cos(Ay)+c,sen(Ly) (b9)
X (x)=ce” +ce™ (b10)

Sustituyendo las ecuaciones (h9-b10) en la ecuacion (b5)
T,(xy)=[c cos(dy)+csen(Ay)](ce™ +c,e™)  (b11)

Derivando L=—xlcos(/ly)+szlcos(/”ty) aplicando la

condicion de frontera de la ecuacion (2b) para esto se tiene que
derivar parcialmente con respecto a Y la ecuacion b11:

T, (%y)
oy

Utilizando la condicion de frontera ecuacion (2b) la siguiente
teoria se utiliza para N € N, N >1 se pueden tomar las siguientes

N 2k
sumatorias para las series seno y coseno. ZCOS(—) 0,

i=1

=[—Acseno(dy)+Ac, cos(Ay) |=(T, -T,)  (12b)

N 2k o .
Zsm(T) para una ampliacion sobre el tema ver Michael P.
i=1

Knapp Loyola, S. Greitzer, la demostracion del teorema la realiza
Many cheerful Facts Arbelos 4 (1986), no. 5, 14-17. 2. J.
Holdener, Math bite: Sums of Sines and Cosines, this Magazine,
82 (2009), 126 utilizando nimeros complejos.

Las pruebas de estas dos identidades son un buen ejercicio de
algebra compleja: usando el teorema de DeMoivre y la férmula de

N
(27
Euler, ei(z”) :[e(N]J =1 se derivan las identidades de la

parte real e imaginaria se obtiene la siguiente ecuacion

Nt e“TJ -1
Z(cos( ))+|sm(2zkj) Z{—=O.

o (2!

M = [_Mlseno(kw) +Ac, cos(/lw)] =(T,-T.) (b13)

%y

Como el segundo término de la ecuacion (b13) no puede ser cero
entonces se debe de tener:

seno(Aw ) = cos(Aw) (b14)
cos(0) = cos(% + 9); sin(6)=sin (9 —%j; en estos casos
al evaluar es cero.

También ser puede ser utilizado en este caso.
T,(xy)=c,[ ¢ cos(Ay)+c,sen(2y)] (b15)
Con la condicidn de la ecuacion (2c):

T,(x,0) :[cl cos(/l(O))+czsen(/1(0))] =0 (b16)
0)=[c (1)+c,(0)]=0 (b17)
Deaqui ¢, =0:
T,(0,y)=c,sen(1y) (b17.1)
Aplicando las condiciones de frontera (2d)
T,(xW)=c,sen(AW)=0 (b18)

Donde las constantes deben ser diferente de cero asi que la Unica
posibilidad es que

sen(AW)=0 (b19)
Esto solo puede tenerse si
nz
A=—, paran=12,... b20
W p (b20)

Utilizando el principio de superposicion para las soluciones y
sustituyendo la identidad 2senh(Ay) =e™ —e™** las constantes
C

. )= csen[ jsenh(nﬁxj(T -T.) (b21)

De la condicion tomando la ecuacion (2b)

T(Ly)=(Ts-T,) Zc sen( tyjsenh(nvzl‘] (b22)
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Usando la ortogonalidad

T W
cnsenh(n”Lj: 2(Ts T“’)_[sen
w W

0
Despejando C, de la ecuacion (b23)

2(Ts-T,)

C”_(—L.[ sen(n”dey (b24)
Wsenh(n” ) w

W

Sustituyendo la ecuacién (b24) en la ecuacién (b21)

nzy
-7 b
( W )dy (b23)

nzX
2 ¢ Senh(w j woo(Dzy' (b25)
Tz(x,y):wz Isen( jdy

n=1 (nﬂL) 0 "
senh| ——
W

La ecuacion (b25) es la solucidn de (2) sujeta a las ecuaciones (2a,
2b, 2c, 2d)

SOLUCION PARA EL CASO 1

°T, 0Ty
0<x<a=L 0<y<b=W 1
Condiciones de frontera para el caso 1
Ty =fi(y) x=0 (1a)
T,=0 X=a=L (1b)
T,=0 y=0 (1c)
T,=0 y=b=W (1d)
En forma similar se propone una solucion de la forma
T(xy)=X(x)Y(y) (b5)

Derivando parcialmente adecuacion (b5) con respecto a X,y y

sustituyendo en ecuacién (2) se obtiene dos ecuaciones
diferenciales ordinarias de segundo orden que son
1 d*X(x 1d%
= 2( ) 1 (Zy):/l2 , A2>0  (06)
X dx Y dy
De la ecuacion (a6) se obtienen dos ecuaciones diferenciales de
segundo orden:

dzy
(Zy) +A%Y =0 (b7)

dy

X

d—() A’X =0 (b8)

dx’

Donde las soluciones para ésta estan dadas por:

Y (y)=c,cos(Ay)+c,sen(Ay) (b9)
X (x)=ce ™ +c,e™ (b10)

Sustituyendo la ecuacion (h9) y la ecuacién(b10) en la ecuacion
(b5)

T,(xy)=[c cos(Ay)+csen(Ay) ][ c.e ™ +c,e™ | (b11)

Aplicando la condicién de frontera de la ecuacion (3b)
T,(x.0)=[ ¢, cos(4(0))+c,sen(4(0)) [ c.e * +c,e™ ]=0  (b12)

T,(%.0)=[c,(1)+¢,(0)][c.e ™ +c,e™ =0 (b13)
0)=[c cos(0)+c,sen(0) [ ce ™ +ce™ |=0  (B14)

De donde
c,=0 b15)

T,(xy)=c,sen(2y)[ e ™ +c,e™ | (b16)
Aplicando la condicién de frontera (1b)
T, (L y)=c,sen(4y)[ce™

Para este caso se tiene la siguiente suposicion e*" — senh(/lL)

+ce’ =0 (b17)

para X >>0 (grandes), e*" —senh(AL) para x pequefios,
entonces la ecuacion (b17) se escribe de la siguiente manera
senh(AL)[c;+¢,]=0 como  senh(AL)#0  entonces

C, +C, =0 deaqui ¢, =—C, sustituida en la ecuacién (b17)
T.(x,y)=c., sen(Ay)senh(Ax)  (b18)
Aplicando la condicion de frontera de la ecuacion (1 d)
T, (xW)=c,c,sen(AW)senh(Ax)=0 (b19)

Donde las constantes deben ser diferente de cero asi que la Unica
posibilidad es que

sen(AW)=0 (b20)
Esto s6lo puede tenerse si
nz
A=—, paran=12,... b21
W p (b21)

Utilizando el principio de superposicion para las soluciones y
sustituyendo  2senh(Ay) =e™ —e™™ este 2 y las demas

constantes estan incluidas en las constantes C,

Zc sen( jse h(n\;\[/yj (b21)
Utilizando la condlcmn de la ecuacion (2b)
T,(Ly)=f( Zc sen( jsenh(n\,;\rll')

(b22)
Usando la ortogonalidad

C senh(n”Lj _[ f sen( jdy (023)

Despejando C,, de ecuacion (b23)

B 2 " Ty
c, _—If (y)sen( W jdy (b24)
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Sustituyendo ecuacion (b24) en la ecuacion (b21)

(3 (),
-2 S e, 029
o Wi senh(nm‘]

w

La ecuacién resultante (b25) es la solucion de la ecuacion (2)
sujeta a las condiciones de frontera dadas por las ecuaciones (2a,
2b, 2c, 2d)

SOLUCION PARA EL CASO 1.

82T1 L,
ox? ay2
0O<x<a=L 0<y<b=W 1
Condiciones de frontera para el caso 1

T = f1(y) x=0 (1)
T,=0 x=a=L (1b)
T,=0 y=0 (10)
T,=0 y=b=w (1d)

Se vuelve a proponer una solucién de la forma
T(xy)=X(x)Y(y) (a5)

Derivando parcialmente a la ecuacion (b5) con respecto a X,y y

sustituyendo en la ecuacién (1) se obtiene dos ecuaciones
diferenciales ordinarias de segundo orden que son

idzx( ):_leY(y) 12 AZ>0 (36)

de la ecuacién (a6) se obtienen dos ecuaciones diferenciales de
segundo orden

dzy
(y) +A%Y =0 (a7)

y?

a*X(x)
dxz -A*X =0 (a8)
Donde las soluciones para ésta estan dadas por

Y (y)=c,cos(Ay)+c,sen(y) (29)
X (x)=ce ™ +c,e™ (a10)

Sustituyendo las ecuaciones (a9) y (b10) en la ecuacion (a5)
T,(xy)=[c cos(Ay)+csen(Ay)][ce ™ +ce™ | (at1)
Aplicando la condicién de frontera (3b) .

T,(x,0)= [01 cos(2(0))+ czsen(/l(o))]
[ce™ +ce™|=0
=[c,cos(0)+c,sen(0) | c.e ™ +c,e™ | =0 (a13)
0)=[c,(1)+¢,(0)J[ce™ +c,e™ =0 (a14)

(a12)

De donde

c, =0 (a15)
T,(x y)=c,sen(2y)[ c.e " +c,e | (a16)

Aplicando la condicién de frontera dada por la ecuacién (1b)
T,(Ly)=csen(Ay)[ce™ +ce™ ]=0  (17)
Para este caso se tiene la siguiente suposicion e** — senh(AL)
para X >>0 (grandes), e ** —senh(AL) para X pequefios,
entonces la ecuacion (al7) se escribe de la siguiente manera
senh(AL)[c, +¢,]=0. Como senh(AL)=0 asi ¢,+c, =0

de esta C, = —C, Sustituida en la ecuacion (al4)

T, (X, y)=c,c, sen(Ay)senh(Ax)  (al8)

Aplicando la condicién de frontera dada por la ecuacion (1 d)
T, (W) =c,c,sen(AW )senh(Ax) =0 (a18)

Donde las constantes deben ser diferente de cero asi que la Unica
posibilidad es que

sen(AW)=0 (a19)
Esto sélo puede tenerse si
Nz
A=—, paran=12,.. a20
w' P (a20)

= nzy nzx
= h 21
X,Y) nz;cnsen( W jsen (W j (a21)

Utilizando la condicién (1a)

T,(0,y)=f,( Zc sen( jsenh[n”T(o)j
T(0,y)- fl(y)=icnsen(nil_yj )
ZC sen( j

T.(0y)=f.(y

Usando la ortogonalidad

2 w
c.=—|f sen d a23
: W! () [ jy (a23)
Sustituyendo la ecuacion (b23) en la ecuacion (b21)

T.(xy)= Zsenh(nﬁsten[n”y]If sen(mvrvy,)dy' (a24)

La ecuacion (b24) es la solucion de la ecuacién (1) sujeta a las
condiciones de frontera dadas por las ecuaciones (2a, 2b, 2c, 2d)

SOLUCION DEL CASO 3

ﬂ+ﬂ=0
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0O<x<a=L 0<y<b=W 1677
T,=0 x=0 (3a)
T,=0 x=a=L (3b)

T, = f,(x) y=0 (30)
T,=0 y=b=wW (3d)

Se propone una solucién de la forma

T, (xy)=X(x)Y(y) (a5)

Calculando las segundas derivadas parciales de la ecuacion (a5)
con respecto a X, Y y sustituyendo en la ecuacion (4) se obtiene

1 d®X(x) 1d*(y)
X dx Y dy?

De la ecuacion (a6) se obtienen dos ecuaciones diferenciales de
segundo orden

=1, A*>0 (a6)

d?X (x

ﬁ +12X =0 (a7)

dx

d?y
W) _ sy _g (@)

dy
Donde las soluciones estan dadas por

X =, cos(Ax)+c,sen(Ax) (29)
Y =ce ™ +c,e” (a10)

Sustituyendo la ecuacion (a9) y (al10) en la ecuacién (a5)
T,(x,y)=[ ¢ cos(y)+c,sen(Ay) |[ce ™ +c,e™ |

(al1)
Aplicando la condicién de frontera dada por la ecuacion (3a)

T,(0,y) =[ ¢, cos(40)+c,sen( j,O):H:Cge—/lx . c4e“] _0

(a12)
y)=[c (1)+¢c,(0)|[c.e ™ +c,e’ |=0 (a14)

De donde se tiene que
c,=0 (a15)

T, (xy) =ccos(Ay)[ce ™

Utilizando la condicién (3d)
T, (x,W) =c,sen(Ax) [c3e"W

Para este caso se tiene la siguiente suposicion e — senh(AW)

+c,e™ ] (@l5) (@6

+c,e™ ] =0 (a17)

para X >> 0 (grandes), ' —senh(AW) para X pequefios,

entonces por la ecuacion (al7) se escribe de la siguiente manera
T, (x W) =c,sen(y)senh(AW)[c,+c,]=0 (al7) (a18)

Como senh(AW ), sen(Ax) =0 entonces:

c,+¢c, =0 (a19)
C, =—C, a20)
Sustituyendo en las ecuaciones (a20) y en (al6)
T, (x,y)=c,c,sen(Ay)senh(1y)
Aplicando la condicién de frontera dada por la ecuacién (3b)
T,(L,y)=c,c,sen(Ay)senh(Ax)=0  (a21)

Donde las constantes deben ser diferente de cero y las funciones
exponenciales también son diferentes de cero, asi que la Unica
posibilidad es que

sen(AL)=0 (a22)
Esto s6lo puede tenerse si

/I:nTﬂ, paran=12,... (a23)

Utilizando el principio de superposicion para las soluciones y
sustituyendo ¢, €, por C,.

)=2..¢ sen( jsenh[nty) (a24)

Utilizando la condicién (3c)

T (x,0) = f,(x) 2csen( j
To(x,0)= fa(x):icnsen(mjsenh[rﬁ(mj (a25)

P L
T,(x,0)=f,(x)= icnsen(nil_xj
n=1

Usando la ortogonalidad

2% nzX
c =—| f,(x)sen| — |dx a26
— j « (%) [ L) (226)
Sustituyendo la ecuacion (a26) en la ecuacion (a24)

T (xy Zsen( ”stenh[n”y){jf sen( jdx} (a27)

La ecuacion (a27) es la solucion de (3) sujeta a las condiciones de
frontera dadas por las ecuaciones (3a, 3b, 3c, 3d).

La solucion de la ecuacion (5) bajo las condiciones de frontera (5a,
5b, 5c¢, 5d) esta dada por la ecuacion(a28):

T(xy)= Zsenh(nﬁxjsen[n”y)Jf sen(ncvy ]dy’+

a28
5 senh(nvi\jx) , (a28)
=3 sten(n”y jdy’+
W &=t (nﬁLj 0 w
senh
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La ecuacion 28 es la solucion del problema utilizando el principio
de super posicion que viene dada en la ecuacion 2, el
procedimiento puede ser utilizado para resolver con otro tipo de
condiciones de frontera.

CONCLUSIONES

Una de las formas sencilla pero procedimiento laboriosa de calculo
para este tipo de problemas, es el método separacion de variables
de Fourier, se puede utilizar la transformada de Laplace, pero este
tiene un problema que cuando ya se tiene despejada la funcién
transformada, se debe encontrar la funcion inversa de esta, por lo
general hay dificultades ya que se requiere una buena habilidad en
el célculo transformada inversa, esta puede ser complicada para
encontrarla, otra alternativa seria las técnicas numéricas por
ejempld diferencias finita, elemento finito o elemento frontera.
Pero estas soluciones obtenidas por estos métodos solo dan
solucién en unos puntos llamados nodos, y los anteriores son
soluciones analiticas que sirven para obtener la soluciéon en
cualquier parte del modelo.

El resultado de este procedimiento se utilizara para realizar la
validacion de los métodos numéricos mencionados. Otro problema
a resolver es cuando una de las caras de la frontera tiene
condiciones de Neumann, esta condicion es la derivada normal que
no es otra cosa que la derivada direccional en la direccion normal a
la superficie de la frontera correspondiente.
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