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RESUMEN

Este articulo tiene la finalidad de resolver la ecuacion Pierre-
Simén Laplace, dar una aplicacién de esta, la cual es de segundo
orden del tipo eliptico, en una regio cuadrada que se puede
extender a un rectdngulo de acuerdo a sus dimensiones, con sus
cuatro condiciones diferentes de tipo Peter Gustav Lejeune
Dirichlet, utilizando el uso del principio de superposiciéon para
descomponer el problema en cuatro problemas, mediante este
principio las cuales seran resueltas por el método de variable
separables 0 método de Jeam Baptiste Joseph Fourier, esta
metodologia se puede reproducirse a cualquier tipo que se utiliza
en fendmenos fisicos y quimicos o en general rige los campos
potenciales en regiones sin fuente. Por ejemplo, campos
potenciales, como el campo el de atraccion de la gravedad, campos
eléctricos y electromagnéticos.

ABSTRACT

This article has the purpose of solving the Pierre-Simon Laplace
equation, giving an application of it, which is of the second order
of the elliptic type, in a regal square that can be extended to a
rectangle according to its dimensions, with its four different
conditions of the Peter Gustav Lejeune Dirichlet type, using the
use of the superposition principle to break down the problem into
four problems, using this principle which will be solved by the
separable variable method or the Jeam Baptiste Joseph Fourier
method, this methodology can be reproduced to any type that is
used in physical and chemical phenomena or in general governs
potential fields in regions without a source. For example, potential
fields, such as the field of attraction of gravity, electric and
electromagnetic fields.
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INTRODUCCION

Una de las primeras técnicas fue presentada por Bernoulli en 1953
que consista en encontrar la solucién como una sumatoria que
empezaba desde i=1 hasta oo, se tiene una infinidad de
coeficientes que eran multiplicada por senos y cosenos que
dependian también de este indice que resolvian analiticamente la
ecuacion de la cuerda. Jean Baptiste Joseph Fourier presento el
trabajo 1807 de transferencia de calor, UTN Facultad Regional
Resistencia (2023), desarrollo el método de separacion de variables
Coleman (2005), Zill (2015), Snider. (2010). utilizando esta
técnica resolvio el problema de transferencia de calor, con
geometrias clasicas como: cuadrados, rectangulos, circulos,
cilindros y esferas son obtenidos en su libro de Benjan (1993),
pero otros problemas con una geometria combinada se tienen que
resolver utilizando mapeo conforme Zill (2011).Para este se tiene
que utilizar variable compleja, la solucién analitica a veces son
complicados, cuando se tienen condiciones de frontera no
homogéneas, se utiliza el principio de superposicion para resolver
la ecuacion de Laplace Pierre-Simon Laplace se Allan en M.
Necati Ozisik (2013) para dos dimensiones en un Cuadrado pero
no se realiza todo el desarrollo matematico, obteniendo este
resultado se realiza un cambio de dimensiones de este para obtener
la solucion analitica de un rectangulo.

JUSTIFICACION

Debido a la complejidad de los problemas en la mecéanica del
medio continuo, estas estan modeladas la mayoria por ecuaciones
diferenciales parciales, en dos o tres dimensiones, resultando el
procedimiento mas complejo para obtener una solucién analitica,
esto para topologias clésicas que se ensefian desde nuestros
primeros cursos de geometria, pero para €asos un poco Mas
complicados se puede utilizar mapeo conforme para resolver el
problema. Pero por lo general las geometrias del modelado son
mucho mas complejas en las cuales ya no es posible utilizar las
técnicas anteriores entonces se deben aproximacion a esta
mediante métodos numéricos. estos deben ser validados con las
soluciones analiticas. en el caso de complejidad geométrica alguno
de estos métodos. Para este tipo de problemas es necesario que la
solucién este analizada por un experto en este tipo de problemas.

APLICACION

Se utilizara el método de separacion de variables y el principio de
superposicion para resolver el problema de conduccién de calor en
estado estable para un rectangulo finito con las siguientes
dimensiones 0<x<a, 0<y<b. Las condiciones de frontera
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se mantienen a diferentes temperaturas, las cuales son funciones de ( b) 0 O<x<a=L 1.1b)
posicion a lo largo de esta. El problema de conduccién de calor de
manera matematica con valores en la frontera viene dado por: (0 y) f ( ) O<y<b=W 1L1c)
T T _, T,(ay)=0 O<y<b=W (L1d)
o ay
0<x<a o<y<b (@) Formulacion matematica del Caso 2
Condiciones de frontera: Donde la funcién T ,(X, y) esta representada como:
T(0,y)=f,(y) x=0 0<y< (1a) o, T,
T(ay)="1,(y) x=a=L (1b) o oy
<x<a= = 2.1
T(%,0)=f,(x) y=0 (10) ”0_x_a L 0<y<b=W 1)
q Condiciones de frontera para el caso 2.
T(a,y):fA(X) Y:b:W OSXSa (l) TZ(X,0)=O O<x<a=L (21&)
. = 0<x<a=L (2.1. b)
Donde f,(y)f,(y)o[0,a] ¥y f,(y)f,(y)o[0,b] funciones T, (xb)=0
continuas respectivamente en su intervalo. Se tiene que T=T (X, T, (b1 Y) =1, (Y) 0<y<b=W (21.¢)
y) dependen de las variables X, y. T, (a, y) =0 0<y<b=W (2.1.d)
SOLUCION B »
Por el principio de superposicion separamos el sistema (1), con sus FormuIaC|0r_1,matemat|ca del Caso 3
condiciones de frontera (1a, b, ¢, d) en cuatro problemas simples Donde la funcion T ,(x,y) se representa como:
donde la solucion general viene dada por (2). T BZT
o, 62T @) —=0
TOY) =T y)+ T () +Ta (6 y) + T (xoy) 2+ 27 =0 Ed ay3
La figura 1 ilustra la descomposicion del problema (1) con sus [0,a]X[0,b]0<x<a=L O<y<b=W 1)
condiciones de frontera (1 a, b, c, d), en cuatro problemas menos Condiciones de frontera para el caso 3.
compl'ejos. T,(x,0) = f,(X) (3.1a)
fAEX) 0 0 T3(X’b):0 (3.1b)
b
o | 1@ |} o] mey oo+ e |19 T,(0,y)=0 )
1
)y @ X 0 fc()) T3(x,y):0 (3.1d)
3 0 4 x
. Tg(a’ y):0 (31 e)
+ 0 T3(x,¥) 0 + Ta(x,y) 0
Fx) 0 Formulacion matematica del Caso 4
3 Donde la funcidn se representa como:
Figura 1.- Superposicion aplicada a un rectangulo finito 2 2
a_T + a_T =0
Utilizando el principio de superposicion se expresaran los cuatro ot oyt
casos en forma matematica con sus condiciones de frontera. 0<x<a=L 0<y<b=W (4.1)
Formulacién matematica del Caso 1 Condiciones de frontera para el caso 4.
y ) T,(x,0)=0 0<x<a=L (4.1a)
Donde la funcion T, (X, y) esta representada como:
JES . T4(X,b)= f4(y) 0<x<a=L (4.1b)
7 +—— =0 T,(b,y)=0 0<y<b=W (4.1¢)
x % (4.1d)
= <y<b=W .
0O<x<a=L 0<y<b=W L1) T.(a,y)=0 O<y<b
Condiciones de frontera para este primer caso:
Tl(X,O):O O<x<a=L (1.1a)
xoti® de lan% .
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Solucién para el caso 1
Donde la funcion T, (X, y) esta representada como:
o°T, (X, o°T, (%,
1(2 y)+ 1(2 Y):O
OX oy
0<x<a=L 0<y<h=W (1.1)
Donde se debe de cumplir que T,(x,y)=X(x)Y(y)=0
Utilizando las condiciones de frontera del caso 1 que son 1a, 1b, 1c
y 1d. Las ecuaciones diferenciales de segundo orden asociadas al
sistema.
% d?X (x
(zy)+/12Y:0, g )—AZX(X)=0,12>O (L.1le)
dy dx
Derivando dos veces parcialmente y separando variable se tiene
X~ Y

Z = =2
X Y '
d?zy
) 2y (y)=0,2250  @an
dy
d?Xx
%—/’LZX(X):O ,/12 >0 (119)

La solucion de la ecuacion (1.1.g), se debe llevar a una ecuacion
auxiliar, dada por a®+A° =0 asi que las raices de esta son
a ==, lasolucion general es:

Y (y)=csen(y)+c,cos(y) (1.1.h)
T(x0)=T(ay)=0 se  deduce  que
Y(0)=Y(@)=0 con estas condiciones de frontera para

Utilizando

Y (y) tiene soluciones diferentes de cero cuando ¢, # 0, entonces

sen(/ia) =0 de esta ecuacion se obtienen los valores para que el

seno sea igual a cero esto solo pasa cuando Aa=nzT ,(X,Y),

nz . .
A=— de donde se obtienen los Eigenvalores y
a

Eingenfunciones.
A = L Y. (y)= sen(wj (1.1.0)
a

Para la ecuacién (1.1.f) la ecuacién auxiliar a® —A* =0 las
soluciones son & =+A . la solucién general es:
X (x)=ce™+c,e™ (1.1)

Para A, se tiene la solucion para X, (X) como

nr nzr
X i

X,(x) =ce™ +c,e™=ce? +ce ? @ik

De donde:
c, =-C, (1.1.n)

se tiene que Y (b)=0 de estas nos interesan las Y, (y) que

cumplan, donde ¢,, C, son constantes arbitrarias. Aplicando la
nz L
condicion de la ecuacion 1.1.d. X (x)=ce? +c,e 2

nzh

sumando y restando € 2  de la siguiente manera.

nz nzb nz nzb

nz, _nhzd hz, _nb
X,(x)=ce2e @ +cere ?
nz_ nzb nz_ nzb

z, n7o _hz, nzo
X,(x)=ce? 2 +ce s =@
nz(x-a) nz(x-a)

X,(x)=ce * +ce @
De las identidades del seno y coseno hiperbdlico,
1 1 .
h(x)==(e*-e™), h(x)==(e™ —€"), asf ,
senh(x) 2(e e”) cosh(x) 2(e e')

X, (x)=csenh(x) +ccosh(x), evaluando, x=a=0 se
tiene X, (0)=csenh(0) +ccosh(0), senh(0)=0  asiquese

_nz(x-a)
X,(x)=cccosh(x)=ce 2
nz(x-a)

X,(x)=csenh(x)=ce * sepuedetomar el senh o el cosh,

solo hay que tener cuidado con los signos que arroje la sustitucion,
nzh

de esta se proponer otro valor constante que es € @ , sin pedida

de generalidad ya que son constante, el producto de una constante

por otra constante es contante setomaa C; como:

conserva el termino

nz
c,=—Ce ? (1.1.0)
Donde

nzb

c,=ce’ (1.1p)

Utilizando este término nos llevara a una funcion hiperbolica
donde se involucra a x=a&y=b las cuales son las

dimensiones de la placa. Sustituyendo la ecuacion (1.1.0) y la
ecuacion (1.1.p) en la ecuacion (1.1.k).

nzb nzx nzb  nzx

X, (x) :[cze ag2 —ce?e @ (1.1.9)

nzb nzx nzb  nzx

Xn(x):(cze aga —cere @ |=

’ nz((x-b) nz((x-b) (1.1.1)
evaluando X (0) se obtiene ; .
—C,e +ce =
20 -20 o -
X,(0)=ce®+c,e™ =ce? +ce * =¢,+c,=0 (1.1.m)
xoti® de lnvm7
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De donde de la ecuacion (1.1.n) —C, =¢,

nz(b-x) _nzr(b—x)
Xn(x):(—cle @ +ce @ J=

7ﬂﬂ(b*X) nz(b-x)
C|¢€ a —-e @ =

De la identidad del seno hiperbdlico senh(x):%(ex—e’x), el

1.1s)

medio es integrado a la constante.

X, (x)= cnsenh(@) (L.11)

-X)_ (nzy
ZC senh( Jsen( - j (1.1.u)

Para satisfacer la condicion de frontera no homogénea de la

ecuacion (1.1.a)
( _X)]sen(nzy):fl(y) (1.1.v)

0 y):icnsenh(nﬂ b
n=1

Se puede también utilizar a=L,b=W, donde cnsenh(n—”bj
a

La solucion

son los coeficientes de la serie de Fourier, de la funcién senos
fl(y) para esto se desarrolla este alrededor de X =0. Donde:

nzh) 2.t 7y
csenh( . j_g.[of (y)sen( jdy (1.1.w)

despejando a C, para C, =1,2..00 da por la ecuacion (1.1.x)
2

L
cnzmj f(y)sen( yjdy (1.1x)
Lsenh .

Sustituyendo ecuacién (1.1.x) en la ecuacion (1.1.v) la solucion de
este caso 1. Tomando L=a, Viene dado por.

e Lsenhz(an)Z s

(1.1y)
.[:fl(y’)sen (?j dy’
Solucién para el caso 2
Donde la funcion T, (X, y) esta representada como:
T, (xY) . T, (x,Y) 0
ox2 ay?
0<x<a=L 0<y<h=W (2.1)

Donde se debe de cumplir que T, (X, y)= X (x)Y (y)=0.

En las Condiciones de frontera para el caso 2 que son 2a, 2b, 2c y
2d. Derivando dos veces parcialmente y separando variable se
tiene.
_X_" - Y_ =17
X Y
Las ecuaciones diferenciales de segundo orden asociadas al
sistema.

2 2 (2.1.¢)
IYEY) ey g 92X, ey (020,22 50
dy dx
d2y (2.1.9)
YOy (y)=0,42 50
dy
d2Xx (2.1.9)
T() +2X(X)=0,4% >0

La solucién de la ecuacion (2.1.9), se debe llevar a una ecuacion
auxiliar, dada por a®+A° =0 asi que las raices de esta son
a =i, lasolucion general es:

Y (y)=csen(y)+c,cos(1y) (2.1.h)
Utilizando  T,(x,0)=T,(x,b)=0  se  deduce que
Y(0)=Y(b)=0con estas condiciones de frontera para
Y (y) tiene soluciones diferentes de cero cuando c, #0,
entonces Sen (la) =0 de esta ecuacion se obtienen los valores

para que el seno sea igual a cero esto solo pasa cuando Ab=nzx,
nz . . . .
A= F de donde se obtienen los eingenvalores y eingenfuciones.

n n
A = Tﬂ Y, (y)=sen K%y) paran=12,... (2.1
Para la ecuacién (2.1.f) la ecuacién auxiliar a® —A* =0 las
soluciones son @ =+A la solucién general es:
X (x)=ce™+c,e™ (2.1])

Para A, se tiene la solucion para X, (X) como
nz nz
=X —x
X, (X) =ce™+c,e ™ =ceb +ce b (2.1.k)
evaluando X (0) se obtiene

0 nzr

X, (0)=ce® +c,e ™ —cleé1 +ce @ =¢+c,=0 (2.1.m)
De donde
¢, =-¢, (2.1.n)

T,(0,b)=0 se tiene que

Y (b)=0 de estas nos interesan las Y, (y) que cumplan, donde

Ahora aplicando la condicién
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C,, C, son constantes arbitrarias. se proponer otro valor constante
@
quees e P, esto sin pedida de generalidad ya que son constante,
el producto de una constante por otra constante es contante se toma
a C, como:
nzr
c, =—Ce o (2.1.0)
Donde:

nra
=ce® (2.1p)
Utilizando este término nos llevara a una funcion hiperbolica
donde se involucra la X=a Y y=Db las cuales son las

dimensiones de la placa.
Sustituyendo la ecuacion (2.1.0) y la ecuacion (2.1.p) en la
ecuacion (2.1.k)

_nza nzx nza nﬂx]

Xn(x):[CZe beb —cebe ®

nra nzx nra nzx (Zlq)
X, (x)= (—cze_bea1 = —clebe_bj =
nz((x-a) nz((x-a)
—c,e P +ce P |= (2.1r)
De donde de la ecuacion (2.1.n) —C, =¢,
nz(a—x) _nz(a-x)
X,(x)=|—ce ® +ce b |=
(2.1.9)

nz(a-x) nz(a-x) nz(a-x) nz(a-x)
cl[e b e P jc{e b —e b j:

1
De la identidad del seno hiperbdlico senh(x) = E(ex —e’x) el

medio es integrado a la constante.

Xn(x):cnsenh[@J (2.11)
La solucion

_5 nz(a-x) WryJ
X y)_;cnsenh( jsen[ . (2.1.u)

Para satisfacer la condicion de frontera no homogénea de la

ecuacion (2.1.c)
nn(z—b)jsen(rvt:yj_fz(y) @.1v)

b,y)= icnsenh(
n=1

nza
Se puede también utilizar b =W , donde Cnsenh(%J son los

coeficientes de la serie de Fourier, de la funcion senos fl(y) para
esto se desarrolla este alrededor de y =0, donde

n;z(a—b) 2w Ty
cnsenh[sz—jof (y)sen( W ]dy (2.1.w)

b

, despejando a c,,para c,=12.0 dada por la ecuacion
(2.1.w)
c, = 2 IW fl(y')sen(wjdy' (2.1x)
nz(a—b))’o L
W senh| ——~=
w

Sustituyendo ecuacion (2.1.x) en la ecuacion (2.1.v) la solucion de
este caso 2. Tomando W=b, Viene dado por.
sen(mry jdy (21y)

TZ(X]WZV\WZH J
w

Solucion del caso 3.
Realizando analogo al anterior.

Donde la funcion T, (X, y) esta representada como

T, (x, y) T, (%) 0
aXZ ay2
0<x<a=L 0<y<b=W (3.1)
Donde se debe de cumplir que T, (X, y)= X (x)Y (y)#0

Con las Condiciones de frontera para el tercer caso mencionadas
en el primer parte que son 3a, 3b, 3c y 3d.

Observacion: Derivando dos veces parcialmente y separando
. . X7 Y
variable se tiene —— = — = 1°
X Y
Las ecuaciones diferenciales de segundo orden asociadas al
sistema.

2 2
d;(y(zy)MzY—O,d XZ(X)—izx(x):o,z%o (3.1.¢)
d2y
d—(zX)JrﬂzY (y)=0,2*>0 (3.1
y
d?X(x)
—e AX(0=0,2°>0 @19

La solucion de la ecuacion (3.1.9), se debe llevar a una ecuacion
auxiliar, dada por a?+2* =0 asi que las raices de esta son
a ==, lasolucion general es:
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X (X)=csen(Ax)+c,cos(AX (3.1.h) _nzb ey nzb _nry
() Cl ( ) ( ) yn(y): Ce aea__cleae a —
Utilizando  T,(0,y)=T,(a,y)=0 se  deduce que
(3.1.r)
Y (0)=Y(a)=0 con estas condiciones de frontera para Y, (y) nz((y=b) nz((y-b)
-c,e * +ce 2 =
tiene soluciones diferentes de cero cuando ¢, # 0, entonces 2 “
sen(/la) =0 de esta ecuacion se obtienen los valores para que el De donde de la ecuacion (3.1.n) —c, =c,
seno sea igual a cero, esto solo se cumple cuando Aa=nz , nz(b-y) _nz(b-y)
n . . . . Y, =|-ce @ +ce @ |=
A= oz de donde se obtienen los eigenvalores y eingenfuciones. " (y) { ' '
a (3.1:)
nr _nz(b-y) nz(b-y)
/1”:? X, (x )—sen( . ) paran=1,2,... (3.1 cle * -e * |=

Para la ecuacion (3.1.f) la ecuacion auxiliar @ —A*=0 las

soluciones son o =+A la solucion general es:
, 71 .
Y(y)=ce” +c,e (3.1)

Para A, se tiene la solucion para Y, () como

nz

173
Vo(y) =ce¥ +ce’ =ce® +ce @ (31K
evaluando X, (0) se obtiene

X, (0)=ce®+c,e”” =
nrg e (3.1.m)
ce? +ce ? =¢+c,=0
De donde
c, =-C, (3.1.n)

Ahora aplicando la condicion ~ T,(x,b)=0 se tiene que

Y (b)=0 de estas nos interesan las Y, (y) que cumplan, donde

C,, C, son constantes arbitrarias. se proponer otro valor constante
nzb
quees e @ , esto sin pedida de generalidad ya que son constante,
el producto de una constante por otra constante es contante, se
tomaa €, como:
_nr

c,=-Ce ? (3.1.0)

Donde:

nzbh
—ce® (3.L.p)
Utilizando este término nos llevara a una funcién hiperbdlica
donde se involucra la x=a Y y=Db las cuales son las

dimensiones de la placa.
Sustituyendo la ecuacion (3.1.0) y la ecuaciéon (3.1.p) en la
ecuacion (3.1.k)

_nzb nzy nzb  nzy
Yo () _[c e 2e? —ce2e @ ] (3.1.9)

De la identidad del seno hiperbélico senh(x)= %(e —e™) el

medio es integrado a la constante-

Y, (x)= cnsenh(wj (3.11)

3 nz(b-y) @)
y)—nz_;cnsenh( : jsen( . (3.1.u)

Para satisfacer la condicion de frontera no homogénea de la

ecuacion (1.1.c)
0)= icnsenh [M] sen(n”XJ =f,(y)
n=1 a a
B.1.v)

La solucion

nzh
Se puede también utilizar a= L, donde cnsenh[ij son los
a

coeficientes de la serie de Fourier, de la funcién senos de  f, (x)
para esto se desarrolla este alrededor de x =0, donde

nzh) 2t
csenh[ " j-;jof( )sen( jdx (3.1.w)

, despejando a c,,para c,=12..0
(3.1.x).

dada por la ecuacion

2

:—nzrb]J‘Lf L (x )sen( jdx (3.1.x)

C
Lsenh(

n

a

Sustituyendo ecuacidn (3.1.x) en la ecuacion (3.1.v) la solucion de
este caso 3. Tomando L=a, Viene dado por.
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T.(xy)=

- m{2)

nzb
Lsenh(Tj (3.1y)

Ly (or nzx'\ ..
JOfS(x )sen[T)dx
Solucién para el caso 4.
Donde la funcion T, (X, y) esta representada como

T, (xy) o T,(xy)
P oy?
0<y<b=W 4.1)

=0

0<x<a=L

Donde se debe de cumplir que T,(x,y)=X(x)Y(y)=0

Condiciones de frontera para este cuarto caso que son 4a, 4b, 4c y
4d que se encuentran al inicio.

Derivando dos veces parcialmente y separando variable se tiene:
X7 Y 22

X Y
Las ecuaciones diferenciales de segundo orden asociadas al
sistema.

dZX(y) 2 _ dZX(X) 2 _ 2 (4'1' e)
v +A2X(x)=0, 0 —A*X(x)=0,4*>0
d?x (4.19)
#+/12X(x):0 A2>0
dx
d?y (4.1.9)
%—ﬂv(y):o,a%o
y

La solucién de la ecuacion (4.1.g), se debe llevar a una ecuacion
auxiliar, dada por a?+2* =0 asi que las raices de esta son
a ==, lasolucion general es:

X (x) =c,sen(Ax)+c,cos(Ax) (4.1.h)
Utilizando T,(x0)=T,(x,b)=0 se  deduce  que
Y(0)=Y(b)=0con estas condiciones de frontera para
Y (y) tiene soluciones diferentes de cero cuando ¢, # 0 entonces

sen(ﬂb) =0 de esta ecuacion se obtienen los valores para que el

. nz
seno sea igual a cero esto solo pasa cuando Ab=nz , A :F

de donde se obtienen los eingenvalores y eingenfuciones.

ﬂnz% ,Yn(y)zsen[n%byj,paran=1,2,... 4.1.)

Para la ecuacién (4.1.f) la ecuacién auxiliar a® —A> =0 las
soluciones son & =+A la solucion general es:

X (x)=ce™ +c,e™ (4.1))

Para A, se tiene la solucion para X, (X) como

nr nz

X, (X) =ce”+ce ™ =ce® +ce b (41k)

n

evaluando X (0) se obtiene
nrg _nrg
X,(0)=ce®+c,e” =ce® +ce ® =c+C,=0 (41m)
De donde
¢, =-¢, (4.1.n)

Ahora aplicando la condicion  T,(0,b)=0 se tiene que
Y (b)=0 de estas nos interesan las Y, (y) que cumplan, donde

C,, C, son constantes arbitrarias. se proponer otro valor constante
@

que es e P , esto sin pedida de generalidad ya que son constante,

el producto de una constante por otra constante es contante se toma

a ¢, como:

nza

c,=—Ce ° (4.1.0)
Donde

_ha
Cc,=Ce P (4.1.p)
Utilizando este término nos llevara a una funcién hiperbdlica
donde se involucra la x=a y Yy=Dblas cuales son las
dimensiones de la placa.
Sustituyendo la ecuaciéon (4.1.0) y la ecuacion (4.1.p) en la
ecuacion (4.1.k)

nza nzX nra nzx

X, (x) :(—cze beb —(-)cebe ® J (4.1.9)
_wa nex o onra_nax
Xn(x)z(—cze beb yebe b j:
nz((x-a) nz((x-a)
(—cze b 4+ce ° J

De donde de la ecuacion (4.1.e)

nz(x-a) 7n;r((x—a)
X,(x)=c,|e ® —e (4.19)

1
De la identidad del seno hiperbdlico senh(x)= E(eX —e'x) el

(4.1.x)

medio es integrado a la constante.
nz(x—a
Xn(x)zcnsenh[—”(b )J (4.11)

La solucion

@, W g
)
'She'giaskeno“'6
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X y)=icnsenh(n” X
n=1

( —a)}en(nzy} 4.1.)

Para satisfacer la condicion de frontera no homogénea de la

ecuacion (2.1.c)
)]sen(nzyj f,(x) (@.lv)

Zc senh(
Lo B nz(a-b)
Se puede también utilizar b =W , donde c,senh — son

los coeficientes de la serie de Fourier, de la funcién senos f, (x)
para esto se desarrolla este alrededor de X =0, donde

c,senh [M] = —I sen( Y ]dy (4.1.w)

despejando a C,, para ¢, =1,2..00 dada por la ecuacién (4.1.w)
2

c, = rw(a—b)JJ‘ZVf“( ) en( W jdx (4.1x)
b

w senh(

Sustituyendo ecuacion (4.1.x) en la ecuacion (4.1.v) la solucion de
este caso 4. Tomando W=b, Viene dado por.

T, (%, yFMZH lsenh[”(Z‘”J
b

wsenh
nzx nzX
sen(Tj‘[of (x )sen( )dy

La solucién general de la ecuacidn (2) donde se utilizé el principio
de superposicion la cual se descompuso en cuatro problemas viene
dada por la ecuacién (5):

(4.1y)

T(xy)=

’

nzx nzy ¢ Ty
senh sen f.(y')sen +
R b K S
. senh(nxxjsen(n”ij ,
> sz sen( 7y jdy’+
0

CONCLUSIONES

Una de las formas sencilla pero procedimiento laboriosa de calculo
para este tipo de problemas, es el método separacion de variables
de Fourier, se puede utilizar la transformada de Laplace, pero este
tiene un problema que cuando ya se tiene despejada la funcion
transformada, se debe encontrar la funcion inversa de esta, por lo
general hay dificultades ya que se requiere una buena habilidad en
el calculo transformada inversa, esta puede ser complicada para
encontrarla, otra alternativa seria las técnicas numéricas por
ejempldé diferencias finita, elemento finito o elemento frontera.
Pero estas soluciones obtenidas por estos métodos solo dan
solucién en unos puntos llamados nodos, y los anteriores son
soluciones analiticas que sirven para obtener la soluciéon en
cualquier parte del modelo.

El resultado de este procedimiento se utilizara para realizar la
validacion de los métodos numéricos mencionados. Otro problema
a resolver es cuando una de las caras de la frontera tiene
condiciones de Neumann, esta condicion es la derivada normal que
no es otra cosa que la derivada direccional en la direccion normal a
la superficie de la frontera correspondiente.
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