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Manual de Funcionamiento de Matlab
Alumno: Christian Jesus Cazarrubias Reyes
Introduccién

Hoy en dia es de suma importancia la utilizacion de algun software en nuestra vida
diaria como ingenieros, pues como es bien sabido la tecnologia supera los limites
sin previo aviso, como lo son en el caso de las aplicaciones. Estas herramientas
se han vuelto muy indispensables, pues nos ayudan a predecir eventos, sin tener
que estar haciéndolos experimentalmente de forma fisica.

Por ejemplo en la actualidad ya contamos con diferentes aplicaciones para cada
uno de las tareas que se deseen hacer, por ejemplo en el &rea eléctrica utilizamos
Multisim, CadSimu, etc. para el disefio y prueba de circuitos eléctricos. En el area
de disefio existen software como AutoCad, SolidWork, etc. para poder disefar
figuras en 2D y 3D con mucha mas precision y rapidez que con las que se hacian
a mano, que hoy en dia estos programas son ampliamente utilizados por agencias
de carros, arquitectos, etc. En el area de control electromecanico utilizamos
software como LOGO, Zelio, Yaskawa, etc. los cuales nos ayudan al disefio y
prueba de circuitos de control en industrias, para automatizacion en fabricas, etc.
Y en teoria de control y Robotica utilizamos Proteus y Matlab.

Matlab es un sistema de computo numérico que ofrece un entorno de desarrollo
integrado (IDE) con unlenguaje de programacion propio (lenguaje M). Esta
disponible para las plataformas Unix, Windows, macOS y GNU/Linux.

Entre sus prestaciones bésicas se hallan la manipulacion de matrices, la
representacion de datos y funciones, la implementacion de algoritmos, la creacién
de interfaces de wusuario (GUI) y la comunicacibn con programas en
otros lenguajes y con otros dispositivos hardware. El paquete MATLAB dispone de
dos herramientas adicionales que expanden sus prestaciones, a
saber, Simulink (plataforma de simulacién multidominio) y GUIDE.
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Es por ello que en este manual explicaremos el funcionamiento de este software,
asi como varios temas y ejercicios para su completo entendimiento.

En este Manual hablaremos de temas muy importantes tal como la solucién de
ejercicios matematicos independientes al area de control pero que nos ayudan a la
resoluciéon del mismo, como lo es: La Transformada de Laplace, La Transformada
Inversa de Laplace y Fracciones Parciales. De igual forma trataremos temas del
area de control y robdtica, como lo son: Diagramas de Bloques, modelo de
sistema (tal como el de Masa — resorte — amortiguamiento), Sistemas de Primer y
Segundo Orden, Diagrama de Bode y por supuesto la Estabilidad de un Sistema.
Donde estaremos utilizando dos métodos para poder encontrar la estabilidad de
un sistema: El método de Ruth-Hurwitz y el método del Lugar Geométrico de la
Raiz (LGR), el cual es la representacion grafica del lugar geométrico de los polos
y ceros de una funciéon de transferencia, con lo cual podemos conocer su
estabilidad.

Para estos temas estaremos primero realizando ejercicios tedricos, donde iremos
explicando paso a paso como resolverlos, desde su debido propdsito hasta su
definicion, para después poderlos comprobar con el programa base: Matlab. Esto
con los multiples comandos con los que cuenta.

Espero este manual sea de mucha ayuda, se trat6 de abordar los temas mas
importantes vistos en el area de control. También se hablé de manera tedrica de
cada uno de los temas para posteriormente realizar los ejercicios y asi poder
obtener una mayor comprension.
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1. Descarga de Matlab.

Como primer paso explicaremos como puedes descargar Matlab de forma segura,
eficiente y como beneficio de ser alumno al pertenecer a la maxima casa de
estudios de México: Universidad Nacional Autonoma de México.

% Descarga del software via internet

Como primer paso ingresamos a la siguiente liga, la cual es del sitio oficial de
desarrollador de la aplicacion: “https://matlab.softonic.com/descargar”

& 3> C 0 [ & matiabsoftonic.com/descargar o) B o= oe

i Aplicaciones @ Consulta Codigos P.. @) SPARH @) Registrode Particip.. () Direccién de Planea.. @ Nueva pestafia 3} Aplicaciones G Google ¢ SICEP ¢ SICEP - Sistemade.. 5| Transferencia de Ca.

o; o 5
(5"? softonic APPS JUEGOS ARTIiCULOS Descubre Apps, tutoriales.

Puslicidad

@

3 Sencillos Pasos

COMENZAR AQUlI x 1. Haga Clic En "Comenzar Aqui*
h & 2. Descargar En Nuestro Sitio Web
@ 3. Obtener Formularios Gratis ElGetFormsFree
# > Windows > Desarrollo > Lenguajes de programacién > MATLAB > Descargar :L:Ed:

v

‘ Descargar MATLAB para Windows
+ Compatible con tu sistema operativo + Depago + En Espariol Comenzar aqui
Version: R2019b
Descargar MATLAB Para descarga 3 pasos sencillos
para Windows ‘ B4

@ Estado de sequridad 1) Haga clic en
"Comenzar aqui”

2) Descargue desde

(D ¢Quieres saber qué ocurrird cuando hagas clic en Descargar? =
nuestro sitio web

s Ladescarga se realizaré desde un sitio web externo.
- . AN Alb o el

Se le da clip en “descargar” y nos dirigira a la pagina oficial de MATLAB.

‘MathWOYkS’ Productos  Soluciones ~ Educacion  Soporte  Comunidad ~ Eventos ~ (9

Descripcion general ~ Comience ahora  Novedades ~ Para estudiantes § Software de prueba
. Contactar con ventas

/ {
“noCameraSensor A

peopleDetectorACF,
[0.5, 1.5];

Brogramacion.
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En esta parte se le da clip en donde dice “para estudiantes” y aparecera lo
siguiente, donde se le dara clip en “compruebe si tiene acceso” para obtener la
licencia de Matlab.

MATLAB for Students

Descripcion general ~ Comience ahora  Novedades  Para estudiantes § Software de prueba
. Contactar con ventas

MATLAB para Estudiantes

MATLAB se puede emplear para analizar los datos de las tareas para casa, investigar y
desarrollar habilidades de programacién necesarias para la futura carrera profesional.

Comprobacién de licencia
/

MATLAB and Simulink Student Suite

Acceso a infraestructura Campus,

Wide

Incluye MATLAB, Simulink y 10 de los productos

Es posible que su centro ya offezca acceso a MATLAB, complementarios més utilizados, asi como soporte integrado

Simulink y otros productos complementarios fiediante una b o S i el i

infraestructura Campus-Wide LiZense.

= Compre ahora
Compruebe si tiene acceso

A partir de aqui se seguiran los pasos que va indicando la pagina para poder
obtener la licencia. Es necesario recalcar que como se trata de una licencia
otorgada por ser estudiante (en convenio con la UNAM), es requisito tener el
correo institucional, el cual podras crear en la pagina oficial de la UNAM, el cual
tiene como terminacion la extension: @comunidad.unam.mx, pues con este los
desarrolladores comprobaran el vinculo entre cada alumno con la universidad.

plataformas de hardware de bajo coste.

Cabe mencionar que para poder crear el correo, es necesario tener un nimero de
cuenta de universidad vigente. Asi como la computadora donde se desee instalar
sea de 64 bits, con aproximadamente 12 Gb de memoria libre, esto si solo se
desean los complementos basicos que vienen por defecto en el programa, como lo
es Simulink, sin embargo si se desean todos los complementos disponibles, sera
necesaria una capacidad mayor, aproximadamente de 35 Gb.
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2. Partes de Matlab.

Matlab es un software que nos ayuda para la computacion matematica, modelado,
simulaciones, analisis y procesamiento de datos, visualizacion y representacion de

gréficos,

desarrollo de algoritmos de programacion, etc. Tiene diferentes

aplicaciones en la ingenieria, sus elementos se presentan a continuacion.

Home: Parte del programa donde encontramos las herramientas necesarias para realizar el trabajo

deseado.

Plots: En esta parte se encuentran todos los tipos de graficas disponibles en el
programa.

& @ ’ﬂ:‘ g [ Find Files &1

Apps: Todos los Toolbox o herramientas con las que cuenta Matlab, como

algoritmos, etc.
- O X
Rt =10) @lSEi\Ch Documentation Jel

Ly New Variable P | Analyze Code L’% ‘o) (% Community
- o sl H 1 Preferences & =
1 Open Variable (7 Run and Time Simulnk  Lajout 73 st path Add-Ons | Help 2 Request Support

Favorites

Current Folder

Name

N

Mew — New  MNew Open [|compare Import  Save .
Script Live Script~ ~ B Data  Workspace [2# Clear Workspace + © [## Clear Commands ~ = [E Leam MATLAB
FILE VARIABLE CODE SIMULINK ENVIRONMENT RESQURCES
G EalE | r v Users b HP b Documents b MATLAB A2
@

[GY Workspace

Command Window

New ta MATLAB? See resources for Getting Started.

X[ Name Value

Command Window: Parte mas importante, donde se ejecutan
todas las operaciones e instrucciones que se deseen (zona de

trabajo).

Current Folder: Es el directorio actual donde se almacenan todos los
cddigos y funciones que se vayan a crear, por defecto estos van dirigidos a

la carpeta en “C”.

Workspace: Como su nombre lo dice es el espacio de trabajo, donde se | |
muestran las modificaciones que vayamos haciendo, por ejemplo la declaracion

de variables, etc.
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3. Tema 1. Diagrama de Bloques.

Un diagrama de bloques es una representacion grafica del modelo matematico de
un sistema. En muchos casos, estos diagramas permiten entender el
comportamiento y conexion del sistema. En un diagrama de bloques se unen
todas las variables del sistema, mediante bloques funcionales, el cual es un
simbolo para representar la operacion mateméatica que sobre la sefial de entrada
hace el bloque para producir la salida.

Las funciones de transferencia de los elementos generalmente se introducen en
los bloques correspondientes, que se conectan mediante flechas para indicar la
direccidon del flujo de sefales. La sefial solo puede pasar en la direccion de la
flechas, tal como se muestra la figura 1, se ilustra la representacion de un
diagrama de bloques.

Funcidn de
Transferencia |re—
G(s)

Con Matlab podemos hacer diferentes combinaciones de codigos para el célculo
de un sistema de diagramas de bloque. Existen diferentes métodos para poder
trabajar resolviendo estos. En este primer tema analizaremos el primer método.

s Primer método de diagrama de bloques

El objetivo de este método es trabajar con un solo sistema de diagramas de
bloque. La computadora lo resolvera a su minima expresion y solo nos pedira los
valores de las diferentes incégnitas para darnos el resultado.

De alguna forma este método es de gran utilidad en donde se utilice un mismo
sistema (sin variaciones) y solo se tengan que introducir los valores, datos, etc.
para obtener un resultado. De alguna forma lo podemos asimilar con una
calculadora, pues ya tiene sus algoritmos establecidos, es solo cuestion de
asignarle los valores e indicarle la operacion y nos dara el resultado. Pues de igual
forma le asignaremos a Matlab la operacion y solo pedira que ingresemos los
valores al ejecutar el programa.

Para poder resolver los ejercicios propuestos por este manual de manera tedrica,
para después poder comprobarlos con los resultados del programa, es necesarios
gue tengamos en cuenta el formulario de algebra de bloques, que se muestra a
continuacion.

Teoria de Control y Robética Christian Jesus Cazarrubias Reyes



Formulario algebra de bloques

. AGy AG, G, A . AG, Gy
e—| G| —_— (;7 —— —_— (" 02 o
> G |
A AG,+AG,

| 02

AG-B
—— (J

L B

G

AGBG
G b
A AG
AG AG
- —1 G -
. AG
4 AG s -
1 A
2 Y A P
- G
A B
Gy Lt
1 Gy B
™ TG -
Gy
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Ejercicio 1

Como primer ejercicio haremos el siguiente diagrama de bloques. Primero lo
resolveremos de manera teorica, es decir nosotros lo haremos con ayuda de la
tabla de algebra de bloques y después lo comprobaremos con el programa.

G [ & =D

k. 4

'

Cabe destacar que el primer “1” que aparece de izquierda a derecha es nuestra
entrada que le tenemos que indicar al programa y el ultimo “1” es la salida.

+ Paso 1.

Nos damos cuenta que existe una union desde la entrada hasta el ultimo punto
suma, pero justo a la mitad existe una desviacion a otro punto suma, por lo que lo
podemos separar de la siguiente forma para una mayor comprension.

6 o—] & o——@

¥

D

+ Paso 2.

Como segundo paso simplificamos la parte “A” de nuestro diagrama de bloques
(indicado con una flecha), con ayuda de la férmula 3. Nota: tomando en cuenta
que la linea que va “sola” sin ningun bloque, tiene un valor de “1”. Por lo que
nuestro nuevo sistema quedaria de la siguiente forma.

G, _..@_,

¥

G;+1

h

D
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+ Paso 3.

Como tercer paso simplificamos la parte “B” de nuestro diagrama de bloques
(indicado con una flecha), el cual podemos observar que se trata de un producto,
esto apoyandonos con la férmula 2 de la tabla de algebra de bloques lo
simplificamos, quedando de la siguiente forma.

@ -| GGG | (D)

+ Paso 4.

Como cuarto y ultimo paso, simplificamos la operacion paralela que se observa
con ayuda de la formula 3. Nota: se debe tomar en cuenta que la linea que va
“sola” sin ningun bloque, tiene un valor de “1”. Por lo que nuestro nuevo sistema
guedaria de la siguiente forma.

— G1*Gy+Go+1 (D)

Asignando valores #1

Ya que tenemos el resultado de nuestro diagrama de bloques, basta con que
asignemos valores aleatorios a G; y G, para obtener un valor numérico. En este
caso asignaremos Unicamente valores numéricos sin ninguna variable, para
poderlo comprobar de manera sencilla, los cuales son los siguientes.

61:25
GZ=6

Sustituyendo las variables, tenemos que
G Gy, + G, +1
25x6+6+1
~ Respuesta es = 157

Teoria de Control y Robética Christian Jesus Cazarrubias Reyes
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Asignando valores #2

También podemos asignar valores en fracciones, en este caso igual asignaremos
Unicamente valores numericos.

Sustituyendo las variables, tenemos que

Gy *Gy+ Gy + 1

-~ R t = — =
espuesta es 12 7

Asignando valores #3
En esta parte asignaremos valores numéricos con variables en forma de fraccion,

para observar el resultado y compararlo con el que nos dé Matlab, asi como
observar el comportamiento del programa al resolverlo.

. = 4s + 3
1= 75
_s+5
27 35

Sustituyendo las variables, tenemos que
GG, + G, +1

4s+3 s+5 s+5

1
75*35+35+

Realizando la multiplicacion

4sz+23s+15+s+5+
21s? 3s

Teoria de Control y Robética Christian Jesus Cazarrubias Reyes
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Realizando la suma de las primeras dos fracciones y reduciendo, tenemos:

33s3 + 174s% 4+ 455

63s3
33534—174524—4554_6353
63s3 63s3

Resolviendo

96s3 + 174s% + 45s
63s3

Factorizando “s”

9652 + 174s + 45
6352

Simplificando la fraccién (numerador y denominador dividido en 3)

32s% +58s + 15
21s2

~ Respuesta es =

Ejercicio 2.

Como segundo ejercicio haremos el siguiente diagrama de bloques. Primero lo
resolveremos de manera tedrica, es decir nosotros lo haremos con ayuda de la
tabla de algebra de bloques y después lo comprobaremos con el programa.

(7 )e h@ h@ » G » (1)

— Gs —F@»
G
e G,

Cabe destacar que el primer “1” que aparece de izquierda a derecha es nuestra
entrada que le tenemos que indicar al programa y el ultimo “1” es la salida.

Teoria de Control y Robética Christian Jesus Cazarrubias Reyes
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+ Pasol.

Como primer paso nos percatamos que los dos puntos suma estan juntos, de
manera que evita la posibilidad de adicion para G,, por lo que aplicamos la férmula

1 que es el intercambio de los puntos suma. De manera que nos queda lo
siguiente.

(1} P+, . Gz » 1 )

d Gs"@*

S )

+ Paso 2.

4

Nos damos cuenta que ya podemos hacer el paralelo del punto “A” (el cual se
encuentra sefialado por las flechas), por lo que se aplica la formula 3. De manera
gue nos queda lo siguiente.

G+l . G,

>
Bl

+ Paso 3.

Para este paso nos percatamos que de igual forma hay 2 bloques mas en paralelo
en el punto “B” (indicado con flechas), por lo que se aplica la férmula 3 para
reducirlo, de manera que obtenemos lo siguiente.

Gul >Q » G

p| G3tGy

Teoria de Control y Robética Christian Jesus Cazarrubias Reyes
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+ Paso 4.

Para este cuarto paso nos percatamos de que hay una retroalimentacion, indicada
con el punto “C” (con flechas), por lo que utilizamos la férmula 8 para reducirlo, por
lo que el resultado se muestra a continuacion.

G,

(i )—— Gl L 146G+ G —»( 1)

+ Paso 5.

Para este cuarto y ultimo paso aplicamos la multiplicacion de bloques con ayuda
de la férmula 2. Por lo que el resultado de nuestro diagrama de bloques es el
siguiente.

G, xGy + G,

{1} P 1+ Gy(Gs +Gy)

Asignando valores #1

Ya que tenemos el resultado de nuestro diagrama de bloques, basta con que
asignemos valores aleatorios a G; y G, para obtener un valor numérico. En este
caso asignaremos Unicamente valores numéricos sin ninguna variable, para
poderlo comprobar de manera sencilla, los cuales son los siguientes.

G, =3
G, =4
G; =8
G, = 10

Sustituyendo las variables, tenemos que

Gy * G, + G,
1+ G,(G5 + G,)

3x4+4
1+ 4(8 + 10)

~ Respuesta es = 0.2192

Teoria de Control y Robética Christian Jesus Cazarrubias Reyes
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Asignando valores #2

También podemos asignar valores en fracciones, en este caso igual asignaremos
Gnicamente valores numéricos.

G_8
176

12
GZ:E
G_10
378
G_15
tT 7

Sustituyendo las variables, tenemos que

Gy * Gy + Gy
1+ G,(Gs + G,)

8 12 12
6*13 713
12 10 15

Realizando la multiplicacion del numerador y el paréntesis, tenemos que

96 12

78 713

12 190
l+13*5¢

Realizando la suma del numerador y la multiplicacion, tenemos que

2184
1014
2280

1+ %33

2184
7014 _ 2-1538

3008  4.1319
728

~ Respuesta es = 0.5213

Teoria de Control y Robética Christian Jesus Cazarrubias Reyes
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Asignando valores #3

En esta parte asignaremos valores numéricos con variables en forma de fraccion,
para observar el resultado y compararlo con el que nos dé Matlab, asi como
observar el comportamiento del programa al resolverlo.

Sustituyendo las variables, tenemos que

G *x Gy + Gy
1+ G,(G3 + Gy)

25+4 3.3
3s+3 2" 2

1+§(55+2 6)

25+¥3 7

Realizando la multiplicacion del numerador y el paréntesis

6s+12 3

6s+6 T2
3 41s + 32
B L

Realizando la suma del numerador y la multiplicacion

30s + 42

125 + 12
1235 + 96
I+t Ja5542

Sumando la unidad a la fraccion

30s + 42
12s + 12
137s + 138
14s + 42
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Aplicando regla de fracciones

42052 + 1848s + 1764
1644s2 + 3300s + 1656

Factorizando (todo lo dividimos entre 4)

10552 + 4625 + 441
411s2 + 825s + 414

- Respuesta es =

Comprobacién de los ejercicios con Matlab

Ahora que ya contamos con la explicacion teérica y con los resultados de los
ejercicios propuestos, comprobaremos con Matlab dichos resultados, como su
comprobacién.

Una vez descargado he instalado Matlab, abriremos un nuevo documento y
seguiremos los pasos siguientes para el desarrollo del programa y para la
ejecucion del primer ejercicio.

Ejercicio 1

Retomaremos el ejercicio 1 que se muestra a continuacion.

G, —h@—b G, —r@—»

h

-

+ Paso 1.

Una vez abierto el programa nos dirigiremos a la ventana de “Command Window”,
que es donde escribiremos el codigo de nuestro programa.

Como primer paso le indicaremos el programa que cuando se ejecute, nos pida los
valores de las incognitas con las que esta trabajando, en este caso G y G,. Con
ayuda de la sintaxis siguiente.

“‘Nombre_de_nuestra_variable=input(‘Texto_o_mensaje_que_se_desee_que_apar
ezca’); “

Ojo: Este programa se realizé para que cuando se ejecute, pidiera que se dieran el
valor del numerador y valor del denominador para G; y G, pues se facilita la
operacion en caso de que se desee ingresar un valor como fraccion.
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Por lo tanto en nuestro programa quedaria algo como se muestra en la siguiente
imagen, cabe recalcar que en mi caso llamé a las variables como NumG1, DenG1,
NumG2 y DenG2, para los numeradores y denominadores respectivamente.

A\ MATLAB R2020a - academic use

E tfn 35 Ei C@ & E ® @lEearch Documentation
: = New Variabl ¥ Analyze Cod & ‘o) PR G
E}‘ IE} {:j _\\j' EaFmd i & Hﬁl 2 New Variable l_* |5 Analyze Code IE,I E @Preferences (% @ 4 Community

I Open Variable ¥ é;- Run and Time 5) Request Sug

EDITOR PUBLISH

MNew New  New Open £l Compare Import  Save Favorites Simulink = Layout ﬁSet Path Add-Ons  Help
Script Live Script = = Data Workspace [Z7 Clear Workspace v o [ Clear Commands ~ ~ = v [ leamMATL
FILE VARIABLE CODE SIMULINK ENVIRONMENT RESOURCES
e EHA v C v Christian Jesus Cazarrubias Reyes » Matlab
Current Folder [OM i Editor - C:\Christian Jesus Cazarrubias Reyes\Matlab\Untitledd.m
MName | Untitled? | Untitledd.m | Ejercicio 1 Diagrama de blogues.m |+ |
ﬂ €22 Diagrama de blogues.m o= NumGl=input ('Ir 1
ﬂ E 2.1 Diagrama de bloques.m A= DenGl=input (' Ir
" Hercicio 1 Diagrama dbloguesm 3~ NumGz-inpuc ('L
ﬂ Ejercicio 2 Diagrama de blogues.m al= DenG2=input (' Ir
ﬂ Untitled2.m 5
S
i 1= DenA=1;
8- NumB=1;
El= DenB=1;
10
11(= [Num3, Den3]=parallel (NumG1, DenGl, Numh, Dend) ;
12 - HI=tf (Num3,Den3) Paso 1
13
14 - [Numd, Dend]=series (Num3, Den3, NumG2, DenG2) ;
15 -  H2=tf (Num4,Dend)
16
17 = [Num5, Den5]=parallel (Num4, Dend, NumB, DenB) ;
Ejercicio 1 Diagrama de bloques.m (Script) v L= PO |

Command Window

+ Paso 2.

En el ejercicio que hicimos de manera tedrica nos dimos cuenta que en dos
ocasiones quedaba una adicion de un bloque con una linea “sola”, que dijimos que
esta tendria un valor de “uno”, por lo que le tenemos que indicar al programa que
esta linea tiene este valor. Este valor tiene que ser asignado a una variable, por lo
gue serian dos variables, sin embargo es necesario recordar que como estamos
pidiendo los valores en forma de fraccion, es decir de numerador y denominador,
serian por lo tanto cuatro variables que tendriamos que declarar al programa como
constantes con valor de “uno”.

Para poder indicarle al programa las constantes, tendremos que seguir la sintaxis
siguiente, la cual tendremos que escribir en la ventana de “Command Window”.

”

“ Nombre de la_constante=Valor_de la constante;

Por lo que nuestras constantes en este ejercicio son: NumA,DenA, NumB, DenB.
Y nuestro codigo dentro de Matlab quedaria de la siguiente forma.
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4\ MATLAB R2020z - academic use

Bd OESendE

EDITOR PUBLISH VIEW

EEF' Ll @ s < et ;E & - D @ ] Run Section "L‘\_l?
New Open Save Lo Compare ~ | B{GoTo~ Commen t 36 % &0 | okpoints | Run  Runand b Advance  Runand
- - ~  SiPrnt ¥ O Find = Indent b 5 - *  Advance Time
FILE NAVIGATE EDIT BREAKPOINTS RUN
€ DT » C: b Christian Jesus Cazarru bias Reyes b Matlab
Current Folder [GI P Editor - C:AChristian Jesus Cazarrubias Reyes\Matlab\Untitled4.m v
Name Untitled2.m Untitledé.m Ejercicio 1 Diagrama de bloqu 5
#) e22 Diagrama de bloques.m il= NumGl=input (' Inctr 2 el valor del = )
# 2.1 Diagrama de blogues.m al= DenGl=input ('
#] Gjercicio 1 Diagrama de bloques.m 3 - NumG2=input (' nzc
# Eercicio 2 Diagrama de bloques.m al= DenGz=input (' Introduzca
#) Untitled2.m =
%] Untitledd.m |
] Untitleds.m - Dena=1; P 2
8 - HumB=1; aso
9 - DenB=1;
10
11 - [Num3, Den3]=parallel (NumG1, DenG1l, Num&, Denk) ;
12 - Hl=tf (Num3, Den3)
13
14 - [Num4, Den4]=series (Num3, Den3, NumG2, DenG2) ;
15 — H2=tf (Num4, Dend)
1l
17 - [Num5, DenS]=parallel (Numd, Den4, NumB, DenB) ;
18 - H3=tf (NumS, Den5)
Command Window @

+ Paso 3.

Como tercer y ultimo paso le indicaremos al programa las operaciones que
gueremos que nos haga. Con apoyo del ejercicio tedrico que hicimos, nos damos
cuenta que existe primero una adicion de un blogue con una linea.

1.- Esta operacion es indicada en el programa como una operacion en paralelo,
por lo que la sintaxis de esta operacion es la siguiente. La cual se tendra que
escribir en la ventana de “Command Window”.

“[nombre_resultado_numerador,nombre_resultado_denominador]=parallel(numera
dor1, denominador1, numerador2, denominador2); “

Para que no haya confusion de las variables, le indicamos al programa que el
resultado lo guarde como Numg3, para el numerador y como Den3, para el
denominador. Se pueden utilizar estas variables para las siguientes operaciones,
sin embargo utilizamos un nuevo comando, el cual suscribe estos valores con una
nueva y unica variable, en este caso utilizaremos H1, la sintaxis del comando es la
siguiente.

“ Nombre_de_la_nueva_variable=tf(variable_antigua1,variable_antigua2) “

2.- Siguiendo el ejercicio tedrico, la siguiente operacién que aparece es la de un
producto, esta operaciéon la podemos indicar en el programa como una operacion
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en serie, por lo que la sintaxis de esta operacion es la siguiente, la cual se
escribira en seguida de la primera operacion en la ventana de “Command
Window”.

“[nombre_resultado_numerador,nombre_resultado_denominador]=series(numerad
or1, denominador1, numerador2, denominador2); “

Cabe recalcar que ahora la operacion en serie sera con el numerador 1 y 2 del
resultado de la primera operacion, pues esta operacion es ahora de H1 con G..

De igual forma suscribimos estos nuevos valores, es decir el resultado, obtenidos
con una nueva variable, la cual seré en este caso H2.

3.- Como Ultima operacion tenemos que realizar la adicion de los ultimos
elementos, en el programa esta adicion es una operacién en paralelo del bloque
restante con la ultima “linea”, la sintaxis de esta operacion es la misma que la del
punto 1. Recordemos que el ultimo bloque ahora es llamado H2 y esta en paralelo
con la ultima linea, la cual tiene un valor de uno, esta esta representada por B, que
en su defecto es el NumB y DenB.

Igual que en las operaciones anteriores suscribimos estos nuevos valores, es decir
el resultado, obtenidos con una nueva variable, la cual sera en este caso H3 que
sera el resultado de todo nuestro diagrama de bloques. La siguiente imagen
muestra las tres operaciones realizadas, con su respectivo cambio de variable.

4\ MATLAB R2020a - academic use

EDITOR B4 oL ewe 0@
— Find Files <2 Insert 51 fix [Fi| = = - @ I
EEF | @ Ll ol c . l?’ F L= D (] Run Section (O
Mew Open Save L5 Compare GoTox | Comment 6 %% | g oipainis | Run  Runand 6 Advance  Runand
- - ~ & Print v & Find * Indent B = - *  Advance Time
FILE NAVIGATE EDIT BREAKPOINTS RUN

= EHaHA » C: » Christian Jesus Cazarrubias Reyes » Matlab
Current Folder ® itor - C:\Christian Jesus Cazarrubias Reyes\Matlab\Untitledd.m

Name

) 22 Diagrama de blaques.m il= NumGl=input (' )
) £2.1 Diagrama de bloques.m al= DenGl=input ('

) Ejercicio 1 Diagrama de bloques.m 3|= HumGz=input (

) Ejercicic 2 Diagrama de bloques.m = DenGz=inpur { ' Introduz

%] Untitled2.m 5
) Untitledd.m
) Untitleds.m

il |= [Num3, Den3]=parallel (NumGl, DenGl, Numh, Dend) ;
isl|= Hl=tf (Num3, Den3)
13
14 — [Numé, Dend]=series (Num3, Den3, NumG2, DenG2) ; Paso 3
15 — H2=tf (Numd, Dend)
16
17 - [Nums, DenS]=parallel (Numd, Dend, Nums, DenB) ;
18 — E3=tf (NumS, Dens)
Command Window ®
LR
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Ejercicio 2

Retomaremos el ejercicio 1 que se muestra a continuacion.

(7 )¢ h@ h@ » G b (1)

G

+ Pasol

Al igual que el paso 1 del primer ejercicio, le indicamos al programa que nos pida
el valor de las variables con la sintaxis antes vista en este mismo paso, en este
caso 4 variables, tal como se muestra a continuacion.

4\ MATLAB R2020a - academic use

EDITOR PUBLISH VIEW B4 BLR@!

g g @i <@ i P B Gmnsin O

[Elcompare * o GoTowr Comment % %% %#J

New Open Save Breakpoints Run  Runand 50 Advance Run and

~ v v St~ O Find ~ Indent [Z] &% & - ~  Advance Time
FILE NAVIGATE EDIT BREAKPOINTS RUN
€« EHRA b C: » Christian Jesus Cazarrubias Reyes » Matlab
Current Folder @ itor - C:\Christian Jesus Cazarrubia ) ab\Ejercicio 1 Diagrama de bloques.m
Name Untitled2.m Untitledd.m Ejercicio 1 Diagrama de bloques. Untitled +

1) 22 Diagrama de blogues.m 1-  Numl=input('T 1 val 1 Gl B

#) £ 2.1 Diagrama de bloques.m 2 -  Denl=input

‘j Ejercicie 1 Diagrama de blogues.m 3 - Num2=input

:j Ejercicio 2 Diagrama de blogues.m 4 -  Denz—input

S | ———

‘j Unt\t\edi‘m = Den3=:-mp'.1:

" 7 - Numé=input :

e Den4=input (' Introduzca ;
2
1o - NumA=1:
11 - Den&=1;
12
13 - [HumS, DenS]=parallel (Num3,Den3, Num4, Dend) ;
14 - H1=tf (NumS, Dans)
15 Paso 1
16 — [Numé, Dené]=parallel (Numl,Denl,Numk, Dend) ;
17 — H2=tf (Numé, Dené)
13
19 — [Hum7, Den7]=feedback (Num2, DenZ , Num5, Dens) ;
20 — H3=tf (Num7, Den7)

+ Paso?2

Como segundo paso declaramos las constantes, tal como lo hicimos en el paso 2
del primer ejercicio, pues estas constantes son necesarias para reducir los
bloques en paralelo con las “lineas solas”, como en este ejercicio solo paso en una
ocasion, solo necesitaremos una constante, la cual la llamamos “A”, tal como se
muestra en la siguiente imagen.
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EDITOR PUBLISH VIEW ¢ w o et

= ['QJ Find Files ] Insert =] fe - . . % IC
EE:' | | @ o c oo - E D |2] Run Section (G
New Open Save = COMPre GoTo~ Comment % % 20 preakpoints  Run  Runand [ dvence  Runand
- - v (S Print v C Find + Indent [Z] »3 & - ~  Advance Time
FILE HNAVIGATE EDIT BREAKPOINTS RUN
€« HaA » C: b Christian Jesus Cazarrubias Reyes b Matlah
Current Folder ® ditor - C:\Christian Jesus Cazarrubia Matlab\Ejercicio 1 Diagrama de blogues.m
Name Untitled2.m Untitled4.m Ejercicio 1 Diagrama de Untitled +
#) e22 Diagrama de bloques.m 1- Muml=input (' Introduzca el lor del n Gl T
] E 2.1 Diagrema de blogues.m 2 Denl=input ('T
# Ejercicic 1 Diagrama de blogues.m 3 Num2=input
#) Ejercicio 2 Diagrama de bloques.m L Den2=input
#) Untitled2.m 5

= Num3=input
] Untitledd.m N

) Untitleds.m ¢ Den3=inpus
! 7 Numé=input

] Den4—input (' Intzoduzca el an);
9
10 - Mumm=1;
11 - Deni=1; Paso 2
12
13 - [NumS, Den5]—parallel (Num3, Den3, Numd, Dend) ;
14 = HL=tf (Nums,Dens)
15
16 - [Mumé, Dené]=parallel (Numl,Denl, Numa, Denk) ;
17 = H2=tf (Numé, Dené)

+ Paso3

Como tercer y ultimo paso le indicaremos al programa las operaciones que
queremos que nos haga. Ayudandonos del paso 3 del primer ejercicio, realizamos
las siguientes operaciones con la sintaxis ya vista.

1.- Como primera operacion le indicamos que haga el paralelo entre Gz y Gg4, en el
programa esto lo haremos con la sintaxis antes vista y utilizaremos las variables
de Num3, Den3, Num4 y Den4.

El resultado obtenido lo llamamos en un principio Num5 y Den5. Pero como
queremos que nos muestre el resultado de esta operacion la suscribimos como
H1.

2.- La segunda operacion es de igual forma en paralelo de G; con nuestra “linea”
sola, por lo que la sintaxis sera la misma, utilizando las variables de Num1, Denl,
NumA, DenA.

El resultado obtenido lo llamamos en un principio Num6 y Den6. Pero como
gueremos que nos muestre el resultado de esta operacion la suscribimos como
H2.

3.- La tercera operacion se trata de un “feedback”, es decir una retroalimentacion.
La sintaxis de esta operacién se muestra a continuacion.
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“Inombre_resultado_numerador,nombre_resultado_denominador]=feedback(nume
rador1, denominador1, numerador2, denominador2);

Esta operacion es una retroalimentacion de G, y (G3 + G4) este Ultimo ahora
llamado H1. Por lo que ahora utilizaremos las variables de Num2, Den2, Numb5,
Dens.

El resultado obtenido lo llamamos en un principio Num7 y Den7. Pero como
gueremos que nos muestre el resultado de esta operaciéon la suscribimos como
H3.

4.- Como ultimo paso observamos que nos queda una operacion en serie de H3 y
H2, por lo que la sintaxis sera la misma que el punto 2 del ejercicio 1, utilizando las
variables de Num6, Den6, Num7, Den?.

El resultado obtenido lo llamamos en un principio Num8 y Den8. Pero como
gueremos que nos muestre el resultado de esta operacion la suscribimos como
H4.

Estas operaciones se muestran a continuacion ya con su cambio de variable de
cada una.

A\ MATLAB R2020a - academic use

EDITOR PUEBLISH

r EaFmd Files =] Insert 51 fx - . 2 L@ -
EI‘]:I Tj @ _ & < o o E D [é] Run Section Ll?
= - - t g
New Open Save R Eo1z omment % g %1 Breakpoints Run Run and [E Advance Run and
= = > = Print ¥ { Find = Indent L=RE =4 = Advance Time
FILE NAVIGATE EDIT BREAKPOINTS RUN
L L it E E » C: ¢ Christian Jesus Cazarrubias Reyes » Matlab
Current Folder [GM B Editor - C:\Christian Jesus Cazarrubias Reyes\Matlab\Ejercicio 1 Diagrama de bloques.m
MName | Untitled2.m | Untitledd.m | Ejercicie 1 Diagrama de blogques.m | Untitled |+ |
ﬂ e22 Diagrama de bloques.m gl= Denz=input (' Introduzca el - del denomi 52');
%) E 2.1 Diagrama de bloques.m E|= Num3=input ('
:j EJ:erc?c?o‘I D?agrama de bloques.m &= Den3=input ('
‘J Ejercicio 2 Diagrama de bloques.m 7 - Numé=input ('
j Untitled2.m ol e , .
& a Den4=input ('Intr = = = G4');
j Untitledd.m g
ﬂ Untitled5.m
10 - NumA=1;
b b= Denf=1;
12
13 - [Num5, Den5]=parallel (Num3, Den3, Num4, Dend)
14 - Hl=tf (Num5, Dens)
15
16 — [Numé&, Dené]=parallel (Numl, Denl, NumA, Deni) »
17 - H2=tf (Numé, Dené)
18 - Paso 4
19 — [HumT, DenT]=feedback (Num2, Den2, Num5, Dens) ;
20 — H3=tf (Hum7, DenT)
21
22 — [Humg, Deng]=series (Numé&, Dené, Hum7, DenT) ;
23 — H4=tf (Numg, Dens) —_
24
25
, s o e .
Teoria de Control y Robética Christian Jesus Cazarrubias Reyes

24



Asignando valores a Matlab

Al ejecutar el programa nos pedira en la ventana de “Command Window” que
ingresemos los valores de G; y Gy, tal como se muestra en la imagen. Ojo: estos
valores deberan ser ingresados entre corchetes.

Current Folder ® or -
Name Untitled2.m Untitledd,
B Diagrama de bloques.m = NumG2=input (' Ir -
‘j E 2.1 Diagrama de bloques.m 4 - DenG2=input (' Introduzca
‘j Ejercicic 1 Diagrama de bloques.m 5
= Ejercicic 2 Diagrama de bloques.m 6 — Numd=1;
%) Untitled2.m 7-  Dena=1:
:j Untitled4.m 8- NumB=1:
) Untitleds.m S -  DenB=1:
10
1 - [Num3, Den3]=parallel (Num31, DenG1, Humk, Denk) ; Ingreso de
12 — H1=tf (Num3,Den3)
: valores
14 - [Num¢, Den4]=series (Num3, Den3, NumG2, DenG2) ;
15 — H2=tf (Num4, Dend)
16
17 - [Num5, DenS]=parallel (Num4, Den4, NumB, DenB)
18 — H3=Cf (Nums, Dens) v

Command Window / ®

ﬁg Introduzca el valor del numerador de Gl

Ejercicio 1
+ Valores #1

Ingresamos en Matlab los valores numéricos, ya que estos valores no son
fracciones, se ingresa en los denominadores el valor de “1”. Y enseguida se nos
muestran los valores de las operaciones que le indicamos al programa. Cabe
destacar que solo mostrara las que declaramos como nuevas variables, como es
el caso de H1, H2 y el resultado H3. Tal como se muestra a continuacion.

Command Window

Introduzca 1 valor del numerador de Gl[25]
Introduzca 1 valor del denominador de G1l[1]
Introduzca &1 wvalor del numerador de G2[6]

Introduzca 1 valor del denominador de G2[1]

157
Static gain.

L

Y efectivamente comprobamos que el resultado es igual al obtenido al que hicimos
de manera tedrica.
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+ Valores #2

Ingresamos los valores del ejercicio dos en Matlab. Estos tienen que ser
ingresados de la forma conforme nos los va pidiendo, pues estos si son
fraccionarios. De igual forma nos muestra los valores de H1, H2 y el resultado H3.

Command Window

Introduzca el valor del numerador de Gl[53]
Introduzca el valor del denominador de Gl[4]
Introduzca £l valor del numerador de GZ[E]
Introduzca el valor del denominador de G2[12]
H1 =

14.25

Static gain.

Static gain.

H3 =

10.5

Static gain.

Y efectivamente comprobamos que el resultado es igual al obtenido al que hicimos
de manera teodrica.

+ Valores #3

Ingresamos los valores del ejercicio tres en Matlab. Para poder ingresar los
valores de este ejercicio debemos seguir la siguiente regla: ya que este valor
cuenta con variables, debemos dejar un espacio entre cada valor, empezando con
el valor del exponente mayor hasta el valor de menor exponente y asi
sucesivamente, es decir de izquierda a derecha si ordenamos los exponentes del
mayor al menor.

Nota: solo se ingresaran los valores de los coeficientes. Por ejemplo si deseamos
ingresar:

S +4 soloingresaremos [1 4]
Y si queremos ingresar

S?+3S+8 soloingresaremos [1 3 8]

De igual forma nos muestra los valores de H1, H2 y el resultado H3.
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Command Window

Introduzca el walor del numerador de G1[4 3]
Introduzca el walor del denominador de G1[7 0]
Introduzca el walor del numerador de GZ[1 5]
Introduzca el walor del denominador de G2[3 0]

Continuous-time transfer funcrtion.

Continuous-time transfer funcrtion.

Continuous-time transfer function.

Y efectivamente comprobamos que el resultado es igual al obtenido al que hicimos
de manera teodrica.

Ejercicio 2
+ Valores #1

Ingresamos en Matlab los valores numéricos, ya que estos valores no son
fracciones, se ingresa en los denominadores el valor de “1”. En este caso
ingresaremos 4 valores en los numeradores ya que son 4 variables. Cabe
destacar que solo mostrara las que declaramos como nuevas variables, como es
el caso de H1, H2, H3 y el resultado H4. Tal como se muestra a continuacion.

Introduzca el walor del numerador de G1[3]
Introduzca el walor del

=t
Introduzca el walor del m r de G2[4]
<l

Introduzca =1 wvalor del doxr de GZ[1]

Introduzca el walor del mn r de G3[8]

Introduzca el walor del deno dor de G3[1]
Introduzca el walor del nume r de G4[10]
Introduzca el walor del denominador de G&[1]
H1 =

is

Static gain.

Hz =

ES

Static gain.

H3 =

0.0547%9

Static gain.
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Y efectivamente comprobamos que el resultado es igual al obtenido al que hicimos
de manera teorica.

+ Valores #2

Ingresamos los valores del ejercicio dos en Matlab. Estos tienen que ser
ingresados de la forma conforme nos los va pidiendo, pues estos si son
fraccionarios. De igual forma nos muestra los valores de H1, H2, H3 y el resultado
H4.

Command Window

Static gain.

Introduzca €l valor del numerador de G1l[8]
Introduzca =1 wvalor del denominador de GLl[&]
Introduzca =1 wvalor del numerador de G2[12]
Introduzca el wvalor del denominador de G2[13]
Introduzca el valor del numerador de G3[10]
Introduzca =1 wvalor del denominador de G3[8]
Introduzca €l wvalor del numerador de G4[15]
Introduzca €l valor del denominador de G4[7]
H1 =

3.393

Static gain.

H2 =

2.333

Static gain.

H3 =

0.2234

Static gain.

+ Valores #3

Ingresamos los valores del ejercicio tres en Matlab, siguiendo la regla antes vista
del ejercicio 1 con los valores #3 de los exponentes.

Command Window

Introduzca el valor del numerador de Gl[2 4]
Introduzca el wvalor del denominador de G1l[3 3]
Introduzca €1 wvalor del numerador de G2[3]
Introduzca 1 wvalor del denominador de G2[2)]
Introduzca =1 wvalor del numerador de G3[5 2]
Introduzca 1 wvalor del denominador de G3[1 3]
Introduzca el valor del numerador de G4[&]
Introduzca el valor del denominador de G4[7]

Continuous-time transfer function.
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Command Window
continuous-time transter tunction.

Continuous—-time transfer function.

137 s + 138

Continuous—-time transfer function.

105 =52 + 462 =5 + 441

Continuous—-time transfer function.

Y efectivamente comprobamos que el resultado es igual al obtenido al que hicimos
de manera teorica.
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4. Tema 2. Modelo de Sistemas en Matlab — Simulink.

Para este tema trabajaremos con una herramienta muy esencial de Matlab:
“Simulink”, la cual nos ayudara a la modelacion de sistemas.

Simulink es un entorno de programacion visual, que funciona sobre el entorno de
programacion Matlab. Es un entorno de programacion de mas alto nivel de
abstraccion, el cual es interpretado mediante Matlab (archivos con extension .m).
Simulink viene a ser una herramienta de simulacion de modelos o sistemas, con
cierto grado de abstraccion de los fendmenos fisicos involucrados en los mismos.
Este programa genera archivos con extension .mdl (de "model").

Es ampliamente usado en ingenieria electrénica en temas relacionados con
el procesamiento digital de sefiales (DSP), involucrando temas especificos de
ingenieria biomédica, telecomunicaciones, entre otros. También es utilizado en
ingenieria de control y robotica.

Algebra de bloques

Para poder simular los sistemas en Simulink nos guiaremos con el tema antes
visto “Diagramas de Bloques”, pues asi sera mas facil poder entender parte del
desarrollo y del objetivo.

Lo que haremos en este tema sera disefiar diferentes ejemplos de diagramas de
blogues, los cuales primero analizaremos de manera tedrica para tener un
resultado preliminar y posteriormente ingresaremos a Matlab y los disefiaremos en
Simulink, para poder asi ejecutarlos en el programa, observar el resultado y asi
poder compararlo con el propuesto del analisis tedrico. Sin embargo, tal como lo
dice el subtitulo del tema, se trata del método dos. Con este método lo que se
desea es que los valores sean fijos y el programa ya nos arroje el resultado sin
tener que estar introduciendo los valores, pues se introduciran en un principio.

Ejercicio 1

Como primer ejercicio resolveremos el siguiente diagrama de bloques.

D) » G, —*@—’ Ga —PQ Y G, —(1)
> Gz G4 |
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+ Paso 1.

Efectuamos la formula 3 para G; y G2, ya que esta se trata de una adicion, por lo
gue nuestro nuevo diagrama queda de la forma siguiente.

G+ G,

w
v

G —(1)

Gs —l@

G4 el

+ Paso 2.

Efectuamos la férmula 7, por lo que nuestro nuevo diagrama queda de la siguiente
forma.

G, + G, » Gj —h@—b Gs »(1)
X
A >
Gy
Gs |
+ Paso 3.

Observamos que en el punto “A” hay una retroalimentacién, por lo que aplicamos
la férmula 8. De manera que queda el siguiente diagrama.

Se observa que al reducir la retroalimentacion tenemos en el denominador
1+Gs*(G4/Gs), por lo que simplificando este producto tenemos los valores
mostrados en el siguiente diagrama.

Gs

(I )— &*C

-
-

1+6, — ()

+ Paso 4.

Como ultimo paso realizamos el producto de los dltimos tres bloques.
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Con ayuda de la formula 2, la respuesta de nuestro diagrama es la siguiente.

Gs * G5(G1 + G)

& > >

Asignando Valores

Ya que tenemos el resultado del diagrama de bloques en variables de G, podemos
ahora sustituir cada variable por su valor, para conocer el resultado general. Por lo
gue se tiene lo siguiente.

2
Gl=s+7
5
G2= 2553
3
Gy =
5
Gy =~
3
Gs = o

Sustituyendo en la formula

G3 * G5(Gy + G)

1+ G,
3 3 2 5
@*x(s+7+25+3)
5
1+E

Realizando la multiplicacion y la suma del numerador

9 . 9s + 41
8s2 252+ 17s+ 21
5
1+2

Realizando la multiplicacion y la suma

81s + 369
16s* + 13653 + 168s2
5+4s
S
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Aplicando propiedades de fracciones

81s? + 369s
16s° 4+ 216s* 4+ 848s3 + 84052

Simplificando (dividiendo entre 16) para obtener coeficiente de 1 en la variable de
mayor exponente.

5.0625s% 4+ 23.0625s
s5 + 13.55% + 5353 + 52.552

Ejercicio 2

Como segundo ejercicio realizamos el siguiente diagrama de bloques.

@—» G, —r@—» Gz @—» Gs

Gy

w

.
@

+ Paso 1.

Aplicando la formula 7 para Ga.

@ & o & Gs [ Gi 4y ¥2)

+ Paso 2.

Aplicando la férmula 2 a G3 y Gy, Y queda una retroalimentacion de Gz y Gy, es
decir la férmula 8, por lo tanto.
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+ Paso 3.

—@—>

+ Paso 4.

Gz * Gy
Gs -———+<D~———+ < +—H 1+G,+G, »(2)
1
A —
Gy
Aplicando férmula 7 al punto “A”.
Gs * Gy
G G >
' @ ? 1+ G; %G, 2
B /J/ i |
en
1+ Gz =G,
Gs*G, |
Aplicando la férmula 8 (retroalimentacién), mostrada en el punto B.
G, +G3+G
G, 2 3 4

D

14+G3 G+ Gy %Gy

14 G5 %G,

+ Paso 5.

Gs * Gy

Por ultimo se observa una retroalimentacion, por lo que se aplica la formula 8.

G1 %Gy * Gy %Gy

22
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Asignando Valores

Ya que tenemos el resultado del diagrama de bloques en variables de G, podemos
ahora sustituir cada variable por su valor, para conocer el resultado general.

2

Gl:;

3

Gzzg

G = 2
> T3s+1

4

G4,=§

Sustituyendo valores

Gi %Gy *xG3 %Gy

1+ G3G4 + G,G3 + GG, + G1G,G3G,
23,2 .4
s s 3s+1 s

)+ G D)+ (i rmrrd)

Realizando todas las multiplicaciones

48
3s% + 53
8 6 6 48
1+352+s+352+s+s_2+354+s3

Realizando la suma de fracciones del denominador

48
3s% 4 s3
288s8 + 24657 + 500s° + 29455 + 48s*
27510 + 2759 + 958 + 57

1+

Realizando la suma del denominador

48
3s% + s3
27510 + 2759 + 29758 + 24757 + 500s® + 294s> + 48s*
27510 + 2759 + 958 + s7
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Aplicando propiedades de fracciones

1296510 + 1296s5° + 43258 + 4857
81s1* + 108513 + 918512 + 1038511 + 1747510 + 13825° + 438s8 + 48s7

Simplificando la fracciones con el exponentes mas pequefio (s’)

129653 + 129652 + 432s + 48
81s7 + 108s° + 918s> 4+ 1038s* + 1747s3 + 138252 + 438s + 48

Con ayuda de un software en internet simplificamos lo mas posible la fraccién

48
3s* + s34+ 3252+ 65 +48

Matlab siempre nos muestra el resultado simplificado con el coeficiente de “1” en
la variable de exponente mayor, por lo tanto dividiendo todo entre 3

16
s*+40.33353 4+ 10.67s2 + 2s + 16

Ejercicio 3

Como tercer ejercicio realizamos el siguiente diagrama de bloques

®—> G; —h@—b G, » Gj ¥ G, I,
i 1
L]
Hy |« » Gs
+ Paso 1.
Aplicando la formula 7 a Gs.
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+ Paso 2.

H:

Gs

G4

Gs

h

Aplicando la formula 6 a Gz y aplicando la formula 2 a Gs y 1/Gs.

Gs

ql_qu_+ G,

/@—h G

_—

Hy

+ Paso 3.

G4

Aplicando la férmula 3 al punto “A” y realizando la retroalimentacién del punto “B”

con la férmula 8.

D ©
3

1+ G,G4

Hi

+ Paso 4.

Go+—+1

Realizando la retroalimentacion y el producto con la formula 8 y 2 respectivamente
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GGy
1-GsG, Gs
— 3z G3(Go+=+1) b—— (3 )
—.‘ 1 GZGlHl L 3( 4 63 )
1—G3G,
+ Paso 5.

Aplicando la férmula 2.

GGy
1= G4G,

Gs
—.' G,G,H; (63 (G4 + 6_3 + 1) i --

— - \

Simplificando parte “A”

GGy
1—G3G, _ (1 = G3G3)(G,Gy) _ G,Gy
1— % (1 —G3Gy) — (G,G1H)(1 — G3G,) (1 — G,G,) — (G,GHy)
— G303

Simplificando parte “B”

Gs G3Gs
G3<G4+G_+1>:G3G4+G—+G3:G3G4+G5+G3
3 3

Por lo tanto el resultado de nuestro diagrama de bloques es el siguiente

(G2G1)(G3G4 + Gs + G3)

(2 " 066 — G6H)

Asignando Valores

Ya que tenemos el resultado del diagrama de bloques en variables de G, podemos
ahora sustituir cada variable por su valor, para conocer el resultado general.
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2
Gl:;
3
Gzzg
4
G3=§
1
G4:;
2
Gs =35
. = 3
17 s+2

Sustituyendo valores

(G2G1)(G3Gy + Gs + G3)
(1= G3G3) — (G,G1Hy)

(D) Grs+sts)

(1-5+39)- G5 572)

Realizando las multiplicaciones
6\/4 2 4
()G +35+35)

(1-9)-G+z)

Realizando todas las sumas y restas que se encuentran en paréntesis

6 14s?+12s
2 * 3s3

(52 S_le) B (53 i8252)

Realizando la multiplicacion del numerador y la resta del denominador

84s% + 72s
3s°
$5 + 25% — 1253 — 4252
s5 + 2s*
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Aplicando propiedades de fracciones

84s7 + 240s° + 144s5
3510 + 659 — 3658 — 12657

Factorizando s°

84s? + 240s + 144
3s5 + 6s* — 3653 — 12652

Ya que usualmente Matlab nos da el resultado con el coeficiente de 1 en la
variable del exponente mayor, dividimos todo entre 3, por lo que obtenemos lo
siguiente, que seria nuestro resultado.

28s?% + 80s + 48
5+ 2s% — 1253 — 4252

Comprobacién de los ejercicios con Simulink y Matlab

Ahora que ya contamos con la explicacion tedrica y con los resultados de los
ejercicios propuestos, comprobaremos con Simulink dichos resultados, como su
comprobacion.

Ya en Matlab, abriremos un nuevo documento y seguiremos los pasos siguientes
para el desarrollo del programa y para la ejecucion de los ejercicios.

Ejercicio 1

Retomaremos el ejercicio 1 que se muestra a continuacion.

() » G r@ ¥ G r@ ¥ Gy —(1)
» G Gy
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+ Paso 1.

En la ventana de “Home”, encontramos el simbolo de Simulink,

clip.

le damos doble

4\ MATLAE R2020a - academic use

PUBLISH

EDITOR

E [z, New Variable
Save 5 Open Variable v
Workspace @ Clear Workspace ¥

|L:L.‘]5 HI]:‘ (i [ Find Files &n

New New New Open [zl Compare Import
Script  Live Script A Data

£

Favorites
-

L& Analyze Code
&) Run and Time

[£2 Tl

mmands ¥

@ @ (G Preferences

Simulink  Layout ﬁSetPath

SIMULINK ENVIRONMEN

FILE VARIABLE ODE
€ HH A » C: ¥ Christian Jesus Cazarrubias Reyes b Matlab -
Paso 1
+ Paso 2.
Se abrird una nueva ventana, en la cual seleccionaremos “Blank Model”.
- [m] X

#4 Simulink Start Page

New Examples

@

[ Open...
Recent
> My Templates

¥y Tema231.six

-
#y Temaz.six Simulink

Y Tema221 six

o Tema22.six % @
Projects
o
@ From Source Control ~ Blank Model Blank Subsystem
Learn —
*@ Simulink Onram g
o ’ =2 ZoN

EB Stateflow Onramp

—

Project from Git

Folder to Project

Paso 2

Show more

+ Paso 3.

EE
@

Blank Library

g—o

Project from SVN

Learn More

[

Blank Project

Vi

Code Generation

Se abrira una nueva ventana, la cual es en la que crearemos nuestro Diagrama de

bloques.

#3 untitled - Simulink academic use

SIMULATION MODELING FORMAT

EEj 9 Open ~ fiE]) Stop Time
&= =] »l »] by
ave - - ' - -
Mew Library g A Step . Data
~ = Print - Browser ewe e Back + - Inspector
FILE LIBRARY PREPARE SIMULATE REVIEW RESULTS

E untitied
2 | ® |Palunttiea
3
= | &

[E3

=

=]

O
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+ Paso 4.

Para poder realizar los diagramas de bloque nos auxiliamos de los elementos de
“Library Browser”, en la cual encontraremos todos los elementos utilizados.

18 Simulink Library Browser — O >

] Entersearchterm v | R ~[Pb ~ 9 | = (3

imulinkf/Commenly Used Blocks

v Simulink
Commeonly Used Blocks
Continuous
Dashboard Bus
Discontinuities Selector

} % A
Bus
Creator
Discrete
Logic and Bit Operations 1P convert B

Lookup Tables

Math Operations N Constant Data Type Conversion
Messages & Events 1

Model Verification P

Model-Wide Utilities

Delay

Ports & Subsystems
Signal Attributes KTs
Signal Routing z-1
Sinks Discrete-Time
Sources Integrator

String

User-Defined Functions =,

Additional Math & Discrete -

Quick Insert Ground Inl
Control System Toolbox A
Simulink 3D Animation
Simulink Coder Integrator Logical
Simulink Extras Operator
Stateflow
Recently Used } @

Mux Qutl
i i &

Como dato, la entrada, la salida y los puntos suma se encuentran en “Commonly
Used Blocks”. Las funciones de transferencia se encuentran en “continuos’,
mostradas en el punto “A”.

Para poder hacer el diagrama solo se copiaran los elementos a la ventana
principal, mostrada en el punto 3.

+ Paso 5.

Una vez que ya se tiene el diagrama completo en la ventana principal, a diferencia
del primer método en el cual nos pedia los valores después de ejecutarse el
programa. En este método tenemos que ingresar los valores desde el principio en
cada variable, por lo que en cada elemento o funcién de transferencia le damos
doble clip y se nos abrira una ventana similar a la siguiente, en la cual apareceran
algunos valores del numerador y denominador como ejemplo.

Para modificar cada valor simplemente le damos doble clip y corregimos al valor
deseado. Nota: Es necesario recordar que para indicar los valores de “S” tenemos
gue dejar un espacio entre cada valor y solo escribiremos el coeficiente deseado,
es decir escribiremos de izquierda a derecha empezando con el coeficiente de
exponente mayor exponente y asi sucesivamente hasta llegar al coeficiente sin
variable.
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Por ejemplo si deseamos ingresatr:

S +4 soloingresaremos [1 4]

Y si queremos ingresar

S?+3S+8 soloingresaremos [13 8]

En nuestro caso el valor de G; del primer ejercicio es de 1 / (s+7), por lo que los
valores se introduciran de la siguiente forma.

Block Parameters: Transfer Fen pd
Transfer Fon

The numerator coefficient can be a vector or matrix expression. The
denominator coefficient must be a vector. The ocutput width eguals the
number of rows in the numerator coefficient. You should specify the
coefficients in descending order of powers of s.

Parameters

Numerator coefficients:

[[2]1 IE
Denominator coefficients:

171 |E

Absolute tolerance:

|auto |

State Mame: (e.g., 'position”)

7,

Se sustituyen todos los valores preestablecidos por los valores deseados, en
nuestro caso con los valores del primer ejercicio tedrico, por lo que nuestro
diagrama de bloques queda de la siguiente manera.

2 3 3
[ h.ﬁ b — b — ——
O+ "/ & “'r' (T
y S e
21413 5
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+ Paso 6.

Guardamos el documento con el nombre deseado, en este caso se llamoé “TemaZ2”.
Cerramos la ventana en la que esta el diagrama y nos dirigimos a Matlab.

En la ventana de “Command Window” se escribe el comando siguiente.

“[num,den]=linmod(‘nombre_de_ nuestro_ejercicio’)

Siguiendo la sintaxis, nosotros tendriamos que escribir lo siguiente.
[num,den]=linmod(‘Tema2’)

Se oprime “enter” y en automatico Matlab nos dard el resultado de nuestro
diagrama. Sin embargo el resultado lo da siguiendo la nota de dejar un espacio
entre cada valor de “S” de cada exponente. Por lo que podemos aplicar un
segundo comando.

Tecleamos enseguida el siguiente comando.
G=tf(num,den)

Se oprime de nuevo “enter” y el programa corregira el valor, ahora apareciendo ya
la variable “S”.

A continuaciéon se muestra la imagen del resultado con los dos comandos antes
explicados.

Cemmand Window

> [num, den]=linmod (" Temaz2 ")
num =
a a a 5.0625 23.0625 a
den =
1.0000 13.5000 53.0000 52.5000 L] a

= GEF=tf (num, den)

Efectivamente comprobamos

s"5 + 13.5 574 + 53 s73 + 52.5 =2 que el resultado coincide con
Continuous—time transfer function. el Obtenido en el ejerCiCiO
tedrico.
S == |
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Ejercicio 2

Retomamos el ejercicio 2 del analisis teorico.

o= (= o=

Siguiendo los pasos del ejercicio anterior (del 1 al 4) y retomando del paso 5.

G4

-

w
@

+ Paso 1.

Se sustituyen todos los valores preestablecidos por los valores deseados, en
nuestro caso con los valores del segundo ejercicio tedrico, por lo que nuestro
diagrama de bloques queda de la siguiente manera.

@—» —r@—» j @—» 3.:3+ l j »(1)

w

B | b2

+ Paso 2.

Guardamos el documento con el nombre deseado, en este caso se llamo
“Tema221”. Cerramos la ventana en la que esta el diagrama y nos dirigimos a
Matlab. Donde escribimos el siguiente comando.

[num,den]=linmod(‘Tema221’)

Se oprime “enter’ y en automatico Matlab nos dard el resultado de nuestro
diagrama.

Tecleamos enseguida el siguiente comando.

G=tf(num,den)
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Se oprime de nuevo “enter” y el programa corregira el valor, ahora apareciendo ya
la variable “S”. A continuacién se muestra la imagen del resultado con los dos
comandos antes explicados.

Command Window

»» [num,den]=linmod {'Temaz2l")
num =
a0 0 a0 a0 le
den =
1.0000 0.3333 10.6667 2.0000 1e6.0000

»>» G=tf (num, den)

54 + 0.,3333 873 + 10.687 872 + 2 8 + 16

Continuous-time transfer function.

fx oz
X

Efectivamente comprobamos que el resultado coincide con el obtenido en el
ejercicio teorico.

Ejercicio 3

Retomamos el ejercicio 3 del analisis tedrico.

h
h

Gs

@—b G, —r@—b G, G4

I

h

Hi |e Gs

Siguiendo los pasos del ejercicio 1 (del 1 al 4) y retomando del paso 5.
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+ Paso 1.

Se sustituyen todos los valores preestablecidos por los valores deseados, en
nuestro caso con los valores del tercer ejercicio tedrico, por lo que nuestro
diagrama de bloques queda de la siguiente manera.

O—)—r 2 s 3 y ¢ o | D
5 5 s s
L
2k y 2
5412 s

+ Paso 2.

Guardamos el documento con el nombre deseado, en este caso se llamo
“Tema231”. Cerramos la ventana en la que esta el diagrama y nos dirigimos a
Matlab. Donde escribimos el siguiente comando.

[num,den]=linmod(‘Tema231’)

Se oprime “enter” y en automatico Matlab nos dard el resultado de nuestro
diagrama.

Tecleamos enseguida el siguiente comando.

G=tf(num,den)

Se oprime de nuevo “enter” y el programa corregira el valor, ahora apareciendo ya
la variable “S”. A continuacién se muestra la imagen del resultado con los dos
comandos antes explicados.

Nota: En este ejercicio es necesario aclarar que cuando el diagrama tiene un
punto suma con 3 signos, como es este caso, el programa afiade un cierto valor
de tolerancia muy pequefio (6.978 x10™° y 1.084 x10™*), como se puede observar
en la imagen, que es relativamente cero. Por lo que lo tomamos como tal, con un

valor de cero y ahora se puede factorizar una “s” y nos damos cuenta
efectivamente que el resultado coincide con el obtenido en el ejercicio teorico.
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Command Window

> [muam, den]=linmod ('Tema2z3l")
num =
Q 0 Q 28.0000 §0.0000 4§ .0000 0.0000
den =
1.0000 2.0000 -12.0000 -42.0000 0.0000 a 0

>> =L (num, den)

s™6 + 2 85 - 12 5™4 - 42 3"3 + 1.034e-14 s"2

Continuous-time transfer function.

:?'
W

Nota: De los derechos de autor de los ejercicios.
Ejercicio 1: Hecho por su servidor Christian Jesus Cazarrubias Reyes.

Ejercicio 2: Recuperado de
https://www.academia.edu/27238690/SIMPLIFICACION_DE_DIAGRAMAS_DE_B
LOQUES

Ejercicio 3: Hecho en clase de Teoria de Control y Robética bajo la supervision del
Dr. David Tinoco Varela.
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5. Modelo de Sistema Masa — Resorte - Amortiguador en Matlab Simulink.

Para poder empezar a trabajar con este tema es necesario que recordemos un
poco la definicion de cada uno de los conceptos de los elementos a los que hace
referencia dicho sistema.

El primer elemento al que hace referencia el sistema es la masa, la cual es
una magnitud fisicay propiedad fundamental de la materia, que expresa
la inercia o resistencia al cambio de movimiento de un cuerpo. De manera mas
precisa es la propiedad de un cuerpo que determina la aceleracién del mismo,
cuando este se encuentra bajo la influencia de una fuerza dada. Esto es muy
importante recordarlo, pues en nuestro sistema la masa se opone a la fuerza
aplicada.

Otro elemento utilizado en este sistema es el resorte, el cual es un operador
elastico capaz de almacenar energia y desprenderse de ella sin sufrir deformacion
permanente cuando cesan las fuerzas o la tension a las que es sometido. Para
este sistema es necesario considerarlo, pues la fuerza, asi como la posicion
estaran variando u oscilando (tal como se vera en la simulacion) gracias a sus
propiedades.

El dltimo elemento que se encuentra en este sistema es el amortiguador,
usualmente el mayor objetivo de este se encuentra en los transporte, por lo que
nos guiaremos de la definicion de este. Estos son primordiales en la seguridad
activa del vehiculo, ya que protegen de golpes, impactos y vibraciones tanto a los
pasajeros como al resto de elementos del automoévil. Este es importante
considerarlo ya que en nuestro sistema influyen las vibraciones las cuales afectan
la posicion de la masa.

Una vez definidos cada uno de los elementos utilizados en este sistema, podemos
definir el sistema como tal, el cual tiene el propdsito principal de reducir la
transmision de las vibraciones y los ruidos portados por la estructuras. Los
elementos flexibles (resortes) aseguran que las masas sean desacopladas en
términos de la transmision de oscilacion. Se deben coordinar las dinamicas de
resortes y masas para este propasito.

Ejercicio
Disefiaremos la ecuacion del sistema masa - resorte — amortiguador,
representado por el dibujo siguiente.

| AWN—  m
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Para poder disefar el sistema tenemos que tener en consideracion unas de las
leyes fundamentales de la fisica, como lo es la Segunda Ley de Newton y la Ley
de Hooke. Sin embargo también una ley de estatica y dinamica nos dice que la
sumatoria de todas las fuerzas en un punto es igual a cero, por lo que tenemos lo
siguiente.

2%Ley de Newton F=mx*x"
Ley de Friccion viscosa F =b xx'

Ley de Hooke F=kx*x
Z F=0 Ecuacion 1.

Donde
x"" = aceleracion
x' = velocidad
x = Posicion o desplazamiento

k,b = constantes

Por lo tanto sustituyendo las fuerzas en la ecuacion 1, obtenemos lo siguiente. Es
necesario recordar que las fuerzas del resorte, amortiguador y masa, actlan en
sentido contrario a la fuerza aplicada, por lo que estas son negativas.

F—mx*xx"—-b*xx'—k*xx=0

Despejando m*x”

mxx"=F—bx*xx"—kx*x

Despejando x”

La cual seria nuestra ecuacion del modelo del sistema Masa — Resorte —
Amortiguamiento.
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Ejecucion del ejercicio en Simulink
+ Paso 1.

Como primer paso abrimos un documento nuevo en Simulink como antes ya
hemos visto.

En “Library Browser” buscamos los siguientes elementos:

En el apartado de los elementos “Continuous”
% 2 integradores
En el apartado de los elementos “Sources”
s 1 Step
En el apartado de los elementos “Sinks”
s 1 Scope
En el apartado de los elementos “Commonly Used Blocks”

« 3 Ganancias
« 1 Punto suma

Y acomodamos nuestro diagrama que quede de la forma siguiente.

J—12

xlf x x
A S N O
o {: -
A
\
+« Paso 2.

Tal como se observa en la imagen anterior, tenemos que asignarle valores a cada
uno de los elementos de ganancia, indicados por el punto “A”. También, al pasar la
funcion por cada uno de los integradores, su derivada (X) va disminuyendo.
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Es por ello que el valor de las ganancias sera la divisibn que acompafia a cada
una de las “X” en la ecuacion del sistema, exceptuando X”, pues es la que se
calculard, por lo que la ganancia de esta sera el Ultimo elemento restante.

Es necesario recordar que se tienen solo incognitas, por lo que se asignan valores
aleatorios para cada uno de ellas.

- Por ejemplo para la primera ganancia que se observa de izquierda a
derecha, su valor seria el siguiente.

F S F 15
m asignando vaitores m = 0.9
- Para la segunda ganancia
b _ g l b 04
m asignando vaitores m = 0.9

- Para la tercer ganancia

k k0.7

— asignando valores — =—
m g m 0.9

Para evitar olvidar los valores también los podemos escribir en nuestro programa,
tal como se observan en el punto “B” del paso 3.

Para introducir estos valores en las ganancias solo daremos doble clip al elemento
y se abrir4 una ventana como la siguiente. Se introducira el valor en “Gain”. Por
ejemplo para la primera ganancia quedaria de la siguiente forma.

Block Parameters: Gain2 X
Gain
Element-wise gain (y = K.*u) or matrix gain (y = K*u or y = u*K).
Main Signal Attributes ~ Parameter Attributes
Gain:
1.5/0.9
Multiplication: | Element-wise(K.*u) -
J Cancel Help Apply
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+ Paso 3.

Por ultimo ejecutamos el programa, para esto seleccionamos el apartado que dice
“‘Run” en la parte superior, tal como lo indica el punto “C”.

SIMULATION

L T Open ~ UM Stop Time | 100.0
1 s I d o b %
lew ave Library orma Run Step Dat
» = Print *  Browser 0@ Fast Restart - Forward Inspector
FILE BRARY PREPARE ULAT] RE LT

g Tema250 - | B é‘
2 | @ |Pa|Temazso E / / g
i =
2 g -~ & 3
B C x"=F/m - bx'/m - kx/m F=1.5 k=0.7 b=0.4 m=0.9 g

El — e

Enseguida nos mostrara una barra de estado en la cual el programa nos indica
que esta compilando nuestro sistema, tal como se muestra en el punto “D” de la
siguiente imagen.

0.7/0.9

@I‘-

tarted 100% | Compilifh]

Dejamos que se complete esta barra y solo damos doble clip en el elemento
“Scope” el cual nos mostrara el comportamiento de nuestro sistema en una nueva
ventana, en nuestro caso fue la siguiente.

4 scope — ] =
File Tools View Simulation Help el

@ AOP®| - Aa-| - | &

Ready Sample based |T=10.000
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+ Paso 4.

También podemos cambiar el tiempo que le asignamos a nuestro sistema, esto
modificando el apartado de “Stop Time” mostrado en el punto “E” de la imagen del
punto 3.

Por ejemplo si ahora asignamos un tiempo de 100. Tenemos que repetir el paso 3
de manera completa. Por lo que obtenemos el comportamiento de nuestro sistema
en una nueva ventana, mostrada a continuacion.

i| 4 Scope — O X

File Tools View Simulation Help E

@- B30k Z-a-|B-|F| &

Ready Sample based | T=100.000

Asignando otros valores

4 Scope - O X
T|emp0 de 10 File Tools View Simulation Help L]
@-leQr® 2. a- |- F & '
<% F=9.0
% m=35
< b=1.2
% k=52
Ready Sample based Offset=0 T=10.000
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Tiempo de 100

1| 4 Scope - O x

File Tools View Simulation Help o

8- a® P =R A RC AN R R

Ready Sample based Offzet=0 |T=100.000

Observamos que los modelos se comportan de una forma muy similar, sin
embargo si hay diferencias en cuanto a los valores del eje “Y”.
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6. Tema 3. Transformada de Laplace.

La transformada de Laplace es un tipo de transformada integral frecuentemente
usada para la resolucion de ecuaciones diferenciales ordinarias. La transformada
de Laplace de una funcion F(t) definida para todos los nimeros positivos t = 0, es
la funcion:

oo

F(s) = L{F(®)}(s) = f e Sf(t)dt

0

Siempre y cuando la integral esté definida. Cuando f(t) es una distribucion con una
singularidad en 0, la definicion es

F(s) = L{F(t)} = lim fooe_Stf(t)dt
E—00 0

Cuando se habla de la transformada de Laplace, generalmente se refiere a la
version unilateral. También existe la transformada de Laplace bilateral, que se
define como

Fg(s) = L{F(D)} = f ooe‘Stf(t)dt

La transformada de Laplace F(s) tipicamente existe para todos los numeros
reales s >a, donde aes una constante que depende del comportamiento de
crecimiento de f(t). "L” es llamado el operador de la transformada de Laplace.

A continuacion de muestran algunas de las aplicaciones de la Transformada.

Funcion

retraso ideal
impulso unitario

enésima potencia retrasada y con
desplazamiento en la frecuencia

n-ésima potencia

g-ésima potencia

escalén unitario
escalon unitario con retraso

Rampa
potencia n-ésima con cambio de frecuencia

amortiguacién exponencial
convergencia exponencial

exponencial doble
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Dominio en la frecuencia

X(s) = £{=(t)}

Dominio en el tiempo

2(t) = £ {X(s)}

&t — 1) e '
a(t) 1
(t - 'T)“ aft—) e ¢
e cu(t —7) 7{3 T ot
" 1
E : u(t) g+l
il 1
— .t —_—
T(q+ 1) u(®) g
u(t) 1
8
u(t — 1) il
s
1
Z - u(t) =
E et .ty 1
o0 w (s + ar)n+t
1
.
€ A s+ o
—at L
(1 —e™) - u(e) s(s + )
1 1

(e—at . e—b:)

b—a (s+a)(s+1b)
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Ejercicios Tedricos

A continuacion realizaremos una serie de ejercicios de manera teérica para poder
comprender el tema y después los haremos en Matlab para comparar los
resultados con los obtenidos de manera tedrica.

Para poder resolver los ejercicios es necesario que nos apoyemos del formulario
de los diferentes tipos de la Transformada de Laplace, mostrado a continuacion,
pues estas van pasando del dominio de “t” al de “s”, segun convenga.

Tabla de Transformadas de Laplace

Tabla de Transformadas de Laplace

St Fis)= L1}
! 1
&
f T
.'h':
" n!
l.',rr-rl
r'fl/ T
&
e T
25‘-}/‘
XCED R
l_.i"(r] jm Fi)du
: .
[ roydr F(s)
" &
[, r@ee-ndr Fla)GLs)
(S ™ gh) Fis)G(s)
_}rl{:'—ﬂ}ﬂl:r—(.!} e""F{_g}
gltyult —a) e " Liglt+a)}
L —a) e
&
c‘i'(.r —a) e
dr—1,) et
sen (kr) i
5T+ E°

Instituto Tecnologico de Chihuahua / C. Basicas Amalia C. Aguirre Parres
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Ejercicio 1
Realizar la transformada siguiente.
Ft) =t*+t* +t
+ Paso 1.

Primero simbolizamos que se trata de una transformada, esto con ayuda de llaves
entre cada térmico, pues la transformada influye en ambos lados de la ecuacion.

L{F(t)} = L{t3 + t*> + t}
+ Paso 2.

Separamos los términos de la parte derecha de la ecuacion, para poder
analizarlos individualmente.

L{F(t)} = L{t3} + L{t?} + L{t}
+« Paso 3.

Aplicamos las formulas de la pagina anterior para cada elemento y por lo tanto el
resultado queda de la siguiente forma.

6 2 1
F(s)=—+—+—

s+ s3  s2
Ejercicio 2
Realizando la transformada siguiente.
F(t) = t% +e % +1
+ Paso 1.

Primero simbolizamos que se trata de una transformada, esto con ayuda de llaves
entre cada térmico, pues la transformada influye en ambos lados de la ecuacion.

L{F(t)} =1L {t% + e % + 1}

+ Paso 2.

Separamos los términos de la parte derecha de la ecuacién, para poder
analizarlos individualmente.

LIF()} = L {t%} + L{e=at} + L{1)
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+ Paso 3.

Aplicamos las formulas de la pagina anterior para cada elemento y por lo tanto el
resultado queda de la siguiente forma.
Vi 1 1
F(s) = s+ +
2 %82

Ejercicio 3

Realizando la transformada siguiente.

3
F(t) = 8sen(wt) + 6t3 x e~ % + gcos(wt + b)

Donde “b” lo podemos sobreentender como angulo, sin embargo solo utilizaremos
variables y no simbolos.

+ Paso 1.

Primero simbolizamos que se trata de una transformada, esto con ayuda de llaves
entre cada térmico, pues la transformada influye en ambos lados de la ecuacion.

L{F(t)} =L {8sen(wt) + 6t3 xe % + %cos(wt + b)}

+ Paso 2.

Separamos los términos de la parte derecha de la ecuacién, para poder
analizarlos individualmente.

L{F(D)} = L{8sen(wb)} + L{6t3 x e~} + L {% cos(wt + b)}

+ Paso 3.

Observamos que este ejercicio tiene numeros, estos son constantes, por lo que
los sacamos de las llaves, ya que estos no se transforman, (similar a lo que pasa
en las integrales).

L{F(t)} = 8 L{sen(wt)} + 6 L{t3 x e~ %} +§ L{cos(wt + b)}
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+ Paso 4.

Aplicamos las formulas de la tabla de transformadas para cada elemento y por lo
tanto el resultado queda de la siguiente forma.

F(s) = 8 +6 6 +35*cosb—w*senb
V=% w2 s+ a)t 5 s2 4+ w2
8w 36 3(s * cosb — w * senb)
F(s) == 2 T z T 2 2
s2+w? (s+a) 5(s% +w?)

Comprobacién de los ejercicios con Matlab

Ahora que ya contamos con la explicacion tedrica y con los resultados de los
ejercicios propuestos, comprobaremos con Matlab dichos resultados, como su
comprobacién.

Ya en Matlab, abriremos un nuevo documento y seguiremos los pasos siguientes
para el desarrollo del programa y para la ejecucion de los ejercicios.

Ejercicio 1
+ Paso 1.

Como primer paso declaramos las variables que usaremos en este programa, en

este caso son dos ‘1" y “s”, con el comando “syms”, tal como se muestra a
continuacion.

B4 Editor - C\Christian Jesus Cazarrubias Reyes\Matlab\Laplace32.m
Laplace3d.m Untitled2 +
= Syms L =3

+ Paso 2.

Le indicamos al programa la funcién a la cual queremos que le aplique la
transformada. Esta funcion se escribe normal, indicada con la variable “f”, solo que
el exponente sera denotado con el simbolo “*”. Como se muestra a continuacion.
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f=th3 +t"2 +t

Por lo que en el programa quedaria de la siguiente forma, inmediatamente
después de lo escrito en el paso 1.

Ei Editor - C:\Christian Jesus Cazarrubias Reyes\Matlab\Laplace32.m

| Laplace32.m | Untitled? L+
1= syms T =
A= f=c"34+c" 24t
3
+ Paso 3.

Como tercer paso escribimos el comando de la Transformada de Laplace, el cual
tiene la sintaxis siguiente:

“laplace(variable_de la_funcion,variable de transformacion,variable_de salida)”

Por lo que nuestro comando quedaria de la siguiente forma:

laplace(f,t,s)

El cual se escribe después del paso anterior, tal como se muestra a continuacion.

Fi Editor - C:\Christian Jesus Cazarrubias Reyes\Matlab!\Laplace32.m

| Laplace3zm | Untitled2 |+ |
1= 3yms T 3
2 - =3+t 24t
3= laplace (£, t, s)
4
5
+ Paso 4.

Como ultimo paso seleccionamos “Run”, nos pedira que guardemos el archivo y
en automatico nos mostrara la respuesta en la ventana de “Command Window”.
La imagen anterior corresponde al primer ejercicio, por lo que la respuesta es:
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Command Window

= Laplace32
£ =

T3 + T2 + ©

ans =

1/s"2 4+ 2/5™3 + BS54
= Laplace32

F =

TT3 + T2 + ©
ans =
1/s"2 4+ 2/5™3 + BS54

Para que nos muestre el resultado en fraccibn podemos utilizar el comando
“Pretty”, su sintaxis es la siguiente:

“Pretty(ans)”

Por lo que nos muestra el mismo resultado, solo que ahora en forma de fraccion,
como se muestra.

ans =
1/5°2 + 2/5™3 + &/="4

»>» prettylans)
1 2 &
_— F —— 4 -
2 3 4
= = =

Que seria el resultado de la Transformada, el cual observamos coincide con el
resultado que obtuvimos de manera tedrica.

Ejercicio 2

Siguiendo todos los pasos del ejercicio anterior tenemos la sintaxis del ejercicio 2
como se muestra a continuacion. Sin embargo es necesario aclarar que para este
ejercicio, ya que los exponentes son fracciones, deben ir estos dentro de
paréntesis. También la variable “e” es representada en Matlab como “exp” por lo
gue sus exponentes iran en seguida entre paréntesis.
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Ei Editor - C\Christian Jesus Cazarrubias Reyes\Matlab\Laplace32.m
| Laplace32.m 0 | Untitled2 | + |

= Syms © = a

= f=t™[(1/2)+exp(-a*t) +1

- laplace(f,t,sj|

I'J'I»lb-l'_q.'l[\.'ll—'l

Por lo que al ejecutarlo y al aplicar el comando “Pretty”. Nos arroja el resultado
siguiente.

Command Window

»> Laplace3Z2

ex¥p (—a*t) + t™(1l7/2) + 1

ans =
1/(a + ) + 1/s + pi™~(1/2)/(2%=3~(3/2))

»» prettyl(ans)
1 1 sgrt (pi)

Que seria el resultado de la Transformada, el cual observamos coincide con el
resultado que obtuvimos de manera tedrica.

Ejercicio 3

Siguiendo los pasos ya mencionados, la sintaxis para el ejercicio 3 es la siguiente.
Es necesario recordar que tenemos que declarar todas las variables con syms
desde un principio, por lo que quedaria de la siguiente forma.

ﬁ Editor - C:\Christian Jesus Cazarrubias Reyes\Matlab'\Laplace32.m
| Laplace32.m | Untitled2 [ 4 |

1= syms © = a w h
2 — f=8*zin (w*t)+6*t"3%exp(-a*t)+(3/5) *co=s (W t+h)
3= laplace (f,t,5)
A
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Por lo que al ejecutarlo y al aplicar el comando “Pretty”. Nos arroja el resultado
siguiente.

Command Window

»» Laplace32

(3*cos(h + t¥wW)) /5 + B8%3in(t*w) + E*t"3%exp(-a*t)

ansg =

(8*w)/(5™2 + w*2) + (3*(s*cos(h) - w*sin(h)))/ (5% (572 + w2)) + 36/(a + =5)"4

»» pretty (ans)
8w 3 (5 cos(h) - w sin(h)) 36

Que seria el resultado de la Transformada, el cual observamos coincide con el
resultado que obtuvimos de manera tedrica.
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7. Modelo de Sistema Masa — Resorte — Amortiguador en Matlab -
Simulink con La Transformada de Laplace.

Como ya lo hemos explicado anteriormente, este sistema tiene el propoésito
principal de reducir la transmisién de las vibraciones y los ruidos portados por la
estructuras. Los elementos flexibles (resortes) aseguran que las masas sean
desacopladas en términos de la transmisién de oscilacion. Se deben coordinar las
dindmicas de resortes y masas para este propésito.

Ejercicio Tedrico

Disefiaremos la ecuaciéon del sistema masa - resorte — amortiguador,
representado por el dibujo siguiente.

€X

w, |
—A\\ m

(@) (@)

Para poder disefiar el sistema tenemos que tener en consideracién unas de las
leyes fundamentales de la fisica, como lo es la Segunda Ley de Newton y la Ley
de Hooke. Y una fuerza externa (Fe) que nos ayuda a poner el sistema en
movimiento. Recordemos que la sumatoria de fuerzas en un punto debe ser cero.

29%Ley de Newton  F =mxx"
Ley de Friccion viscosa F, = b xx'
Ley de Hooke F=kx*x
Donde
x"" = aceleracion
x' = velocidad
x = Posicion o desplazamiento
k,b = constantes
Por lo que nuestra ecuacion seria
F,—F—-F,—F.=0
Sustituyendo

F,b—mxxx"—bxx"—kxx=0
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Despejando Fe

Fob=mxx"+bxx"+kxx

Aplicando La Transformada de Laplace
L{F,} =L{m=x*x"+bxx"+k * x}
F,(s) =m[X(s)s? — x(0)s — x"(0)] + b[X(s)s — x(0)] + kX(s)

Para obtener la funcion de transferencia es necesario tomar en cuenta
x(0)=0
x'(0)=0

Por lo que la ecuacién quedaria de la siguiente manera

F,(s) = m[X(s)s?] + b[X(s)s] + kX(s)

Factorizando X(s)

F,(s) = (m[s?] + b[s] + k)X(s)

Despejando X(s)

CX(s) 1
" E(s)  (m[s?]+b[s]+k)

La cual es nuestra funcion de transferencia del sistema masa — resorte —
amortiguador.

Ejecucion del ejercicio en Simulink
+ Paso 1.

En un documento nuevo de Simulink nos dirigimos a “Library Browser” donde
seleccionaremos los siguientes elementos:
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v" Un “Step”
v" Un “Transfer Fcn” (funcion de transferencia)
v" Un “Scope”

+ Paso 2.

En la funcidn de transferencia introducimos la ecuacion del sistema, sin embargo
esta ecuacion la tenemos que introducir con los valores deseados de “m”, “b” y “k”.
Por ejemplo si escogemos los siguientes valores:

k=0.8
b=0.35
m=1.6

Nuestra funcién de transferencia, en conjunto con los elementos del paso 1,
quedaria de la siguiente manera.

¥
¥

I l O
165" + 0.0365 + 0.8

+ Paso 3.

Damos doble clip al elemento “Scope” y nos muestra el comportamiento de
nuestro Sistema. Con un tiempo de 10, nuestro sistema se comporta de la
siguiente manera.

4. Scope — [m] >

File Tools View Simulation Help -

G- O ®| - a-|C- F|A

Ready Sample based |T=10.000
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Debido a que el tiempo es muy corto, no se logra apreciar bien el comportamiento
de nuestro sistema, por lo que damos un tiempo de 300. Y se observa lo siguiente.

4 Scope — O *

File Tools View Simulation Help L]

CRAENON = Z-a-| G- £|&

N b -

[} Ly
R A
| M A n

IRIRIARIRA!
oy vy
L1
] I il \
(. L

Ready Sample based |T=300.000

En esta imagen ya se logré apreciar como gracias al resorte y al amortiguador,
llega un momento en el que nuestro sistema llega otra vez al reposo. Como
observacion, sabemos que “b” representa la constante de fricciéon, por lo que si
esta la aumentamos por ejemplo a 0.4, nos damos cuenta que nuestro sistema
llega mas rapido al reposo, y esto efectivamente, ya que la friccibn es mayor.

4. Scope — O =

File Tools VWiew  Simulation Help ™

@ - a0k -~ |El-| & | &

Ready Sample based |T=300.000

Teoria de Control y Robética Christian Jesus Cazarrubias Reyes
68



8. Tema 4. Transformada Inversa de Laplace.

En matematica, la transformada inversa de Laplace de una funcion F(s) es la
funcion f(t) que cumple con la propiedad

L{F()} = F(s)
Donde “L” es la transformada de Laplace.

La transformada de Laplace junto con la transformada inversa de Laplace tienen
un numero de propiedades que las hacen utiles para el andlisis de sistemas
dindmicos lineales.

Ejercicio 1

Para poder resolver la transformada inversa de igual forma nos podemos apoyar
de los formularios de transformadas.

Realizar la transformada inversa siguiente.

8 1 3
F(S)=—5+ + -
S Ss—a S

+ Paso 1.

Primero simbolizamos que se trata de una transformada inversa, esto con ayuda
de llaves entre cada térmico, pues la transformada inversa influye en ambos lados
de la ecuacion.

) (8 1 3
LHFG} =1 1{5_5+S—a+§}

+ Paso 2.

Separamos los términos de la parte derecha de la ecuacién, para poder
analizarlos individualmente. Y sacamos de las llaves a las constantes.

cron=oi i e g o)
+ Paso 3.

Aplicamos las formulas del formulario antes visto para cada elemento y por lo
tanto el resultado queda de la siguiente forma.

8 * i at 3 1 t4 at 3
F(t) = +e" +3%x1 = —+e™ +
(©) 24 3
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Ejercicio 2
Realizar la transformada inversa siguiente.

24

F(s) =
(5) s2 + w? + (s +a)s

+ Paso 1.

Primero simbolizamos que se trata de una transformada inversa, esto con ayuda
de llaves entre cada térmico, pues la transformada inversa influye en ambos lados
de la ecuacion.

1 o S 24
LZHF()} =1L {52 Tz’ (s + a)5}

+ Paso 2.
Separamos los términos de la parte derecha de la ecuacion, para poder

analizarlos individualmente. Y sacamos de las llaves a las constantes.

S
-1
SZ+W2}+24L {

1
LHF) = 17 cv o
+ Paso 3.

Aplicamos las formulas del formulario antes visto para cada elemento y por lo
tanto el resultado queda de la siguiente forma.

F(t) =cos(wxt) +t*xe @

Ejercicio 3
Realizar la transformada inversa siguiente.

s+a
= +
s24+a? (s+a)?+w?

+ Paso 1.

Primero simbolizamos que se trata de una transformada inversa, esto con ayuda
de llaves entre cada térmico, pues la transformada inversa influye en ambos lados
de la ecuacion.

s+a }

LHFE)} =17 {SZ + a? + (s+a)?+ w?
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+ Paso 2.

Separamos los términos de la parte derecha de la ecuacion, para poder
analizarlos individualmente.

A e

+ Paso 3.

Aplicamos las formulas del formulario antes visto para cada elemento y por lo
tanto el resultado queda de la siguiente forma.

sen(a x t) B
F(t) =T+ e~ x cosh(t *w)

Comprobacién de los ejercicios con Matlab

Ahora que ya contamos con la explicacion tedrica y con los resultados de los
ejercicios propuestos, comprobaremos con Matlab dichos resultados, como su
comprobacion.

Ya en Matlab, abriremos un nuevo documento y seguiremos los pasos antes vistos
para la ejecucion de los ejercicios.

Ejercicio 1

Para la ejecucion de los ejercicios seguimos las mismas instrucciones mostradas
en el tema de Transformada de Laplace, sin embargo el comando de la
Transformada Inversa de Laplace, tiene la sintaxis siguiente:

“ilaplace(variable_de_la_funcion,variable_de_transformacion,variable_de_salida)”

Por lo que nuestro comando quedaria de la siguiente forma:
ilaplace(f,t,s)

Por lo que introducimos dentro del programa la sintaxis antes vista, junto con la
declaracion de variables y la funcién deseada, en este caso la del ejercicio 1, de
tal forma que nos quede la siguiente manera.
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Ei Editor - C:\Christian Jesus Cazarrubias Reyes\Matlab'\Laplacel35.m

| Laplace32.m | Laplacel35.m | Laplacel36.m | Laplacel37.m [ + |
1= BYILE L = a
= =8/ (3™5)+1/ (5-a)+3/s
3-  ilaplace(f,s,t)|

Como ultimo paso seleccionamos “Run”, nos pedira que guardemos el archivo y
en automatico nos mostrara la respuesta en la ventana de “Command Window”.
Aplicamos el comando “Pretty” para que nos muestre el resultado en fraccion.

Command Window

»> LaplaceI35

3f=2 + /=275 - 1/(a - =)

ans =
exp(a*t) + th4/3 + 3

»» pretty(ans)
4
T
expla t) + —— + 3
3

B o

Que seria el resultado de la Transformada, el cual observamos coincide con el
resultado que obtuvimos de manera teorica.

Ejercicio 2

Siguiendo los pasos ya mencionados, la sintaxis para el ejercicio 3 es la siguiente.
Es necesario recordar que tenemos que declarar todas las variables con el
comando “syms” desde un principio, por lo que quedaria de la siguiente forma.
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@ Editor - C:\Christian Jesus Cazarrubias Reyes\Matlab\Laplacel36.m

| Laplace32.m | Laplacel35.m | Laplacel36.m | Lap
1 = syms T =2 a W
2 — f==,/ ("2 +w™2)+24/ (=s+a) "5
3= ilaplace(f,=,t)

Por lo que al ejecutarlo y al aplicar el comando “Pretty”. Nos arroja el resultado
siguiente.

Command Window

>» Laplacel3&

258372 + w™2) + 24/(a + =)°5

ans =
cos (CL*wW) + L 4¥%exp(—a¥®t)

>> prettylans)
4
cos(t Ww) + ©t exp(-a t)

fx

-

> |

Que seria el resultado de la Transformada, el cual observamos coincide con el
resultado que obtuvimos de manera tedrica.

Ejercicio 3

Siguiendo los pasos ya mencionados, la sintaxis para el ejercicio 3 es la siguiente.

Ei Editor - C:\Christian Jesus Cazarrubias Reyes\Matlab\Laplacel37.m
|. Laplace32.m | Laplacel35.m | Laplacel36.m | Lapla:
1= Eyms t = b w a
4 [ = f=1/({s"2+a"2)+(s+a)/ ( (s+a) "2+w"2)
21— ilaplace (£, s, t)|
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Por lo que al ejecutarlo y al aplicar el comando “Pretty”. Nos arroja el resultado
siguiente.

Command Window

»» Laplacel3’7

1/(a*2 + 3™2) + (a + s)/(la + 8)°2 + w*2)

ans =

exp(—-a*t) *coshit*w*1li) + =sinia*t)/a

Que seria el resultado de la Transformada, el cual observamos coincide con el
resultado que obtuvimos de manera tedrica.
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9. Tema 5. Fracciones Parciales.

El método de descomposicion en fracciones simples consiste en descomponer
un cociente de polinomios en una suma de fracciones de polinomios de
menor grado. Se utiliza principalmente en calculo integral. El requisito mas
importante es que el grado del polinomio del denominador sea estrictamente
mayor que el del numerador.

Para poderlas realizar se siguen las siguientes reglas o métodos

1. Factorizar el denominador
2. Silos factores son lineales y ninguno se repite se hace la sustitucion

A B

e - @

+b;, a;x;+ by

dy Ay

2.1 Si algun factor Lineal se repite

A B C Z

= T

T b }H-l [ a,\' T h :'"-1 [ ah‘ L b ’I

(a,+b n (a,

2.2 5i los factores son cuadraticos y ninguno se repite

A +B C,+D

a, x,+ b, x,+ ¢ a,x,+ b, x, + ¢,

171 1

2.3 8i algun factor cuadratico se repite

A_+B C.+D A,x+ B,

=T

(ax* +bx+c)* (ax*+bx+c )1 ax® +bx+c

En matemaéticas las fracciones parciales es un tema muy importante, ya que tiene
diversas aplicaciones en la ingenieria, especialmente en sistemas de control de
procesos.

Para poder entenderlas de la mejor forma, se realizaran ejercicios, primero de
manera tedrica y después de manera practica.
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Ejercicio 1
Se tiene la siguiente expresion matematica

x+3
x2+3x+2

+ Paso 1.

El primer paso que se tiene que realizar es descomponer los polinomios en una
multiplicacion de monomios lo mas posible, pues esto facilitara el desarrollo del
problema, en este caso podemos descomponer el denominador.

x+3
x+2)(x+1)

Siguiendo las reglas establecidas, se tiene lo siguiente

x+3 A B
(x+2)(x+1) x+2 x+1

Ecuacion 1.

+ Paso 2.

Se pasa multiplicando la parte de la multiplicacion de monomios del otro lado de la
ecuacion. De tal forma que se obtiene lo siguiente.

x+3=x+2)(x+1) +(x+2)(x+1)

(x+2) (x+1)

Eliminando términos
x+3=(x+1A+ (x+2)B
+ Paso 3.
Suponiendo valores de “x” para reducir la ecuacion
Suponiendo valor #1
Con x=-1
»—1+3=Bx*(-1+2)

Despejando B

~B=2
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Suponiendo valor #2
Con x=-2
v =24+3=Ax(-2+1)

Despejando A

+ Paso 4.

Sustituyendo los valores de “A” y “B” en la ecuacion 1.

x+3 12
(x+2)(x+1) x+2 x+1

Las cuales serian nuestras fracciones parciales.

Ejercicio 2
Se tiene la siguiente expresion matematica

7x + 3
x2+3x—4

Siguiendo las instrucciones del ejercicio anterior.

+ Paso 1.
Se descompone el denominador.

7x + 3
x+4)(x-1)

Siguiendo las reglas establecidas, se tiene lo siguiente

7x + 3 A 4 B E on 1
= cuacion 1.
x+4)(x-1) x+4 x-1
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+ Paso 2.

Despejando el numerador de la parte izquierda de nuestra ecuacion.

7x + 3 = (x+4)(x—1)(x+4)+(x+4)(x—1)(xljl)
Eliminando términos
7x+3=(x—-1)A+(x+4)B

+ Paso 3.
Suponiendo valores de “x” para reducir la ecuacion
Suponiendo valor #1

Con x=1
&~ 7)) +3=B+x(1+4)
Despejando B
~B=2
Suponiendo valor #2
Con x=-4
2 7(=4)+3=Ax(—4-1)
Despejando A
~A=5

+ Paso 4.

Sustituyendo los valores de “A” y “B” en la ecuacion 1.
7x + 3 5 2
GiHx-1 x+4 x-1

Las cuales serian nuestras fracciones parciales.
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Ejercicio 3
Se tiene la siguiente expresion matematica

8x%2—7x+6
x3 — 2x2

Siguiendo las instrucciones del ejercicio anterior.

+ Paso 1.
Se descompone el denominador.

8x2—7x+6
(x®)(x —2)

Siguiendo las reglas establecidas, se tiene lo siguiente

8x2—7x+6_Ax+B+ C
(x)(x—-2)  x2 x—2

Ecuacion 1.

+ Paso 2.

Despejando el numerador de la parte izquierda de la ecuacion.

Ax + B

x2

8x2—7x+6=(x*)(x—2) + () (x - 2)

(x—2)

Eliminando términos y realizando los productos
8x2—7x+6=(x—-2)Ax+B) +x*«C

8x% —7x+ 6 = Ax® — 2Ax + Bx — 2B + Cx?

Agrupando términos comunes

8x2—7x+6=x%(A+C)+x(—24+B) — 2B
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+ Paso 3.

Igualando los coeficientes de las variables x, tenemos de forma directa

—2B =6
~B=-3
Para la segunda ecuacion
—2A+B=-7
—2A—-3=-7
Despejando A
~A=2
Para la tercera ecuacion
8=A+C
8=24+C
Despejando C
C=6

+ Paso 4.
Sustituyendo los valores de “A”, “B” y “C” en la ecuacion 1.

8’ —7x+6 _2x—-3 6
(x)(x—-2)  x2 x—2

Las cuales serian nuestras fracciones parciales.

Comprobacién de los ejercicios con Matlab

Ahora que ya contamos con la explicacion tedrica y con los resultados de los
ejercicios propuestos, comprobaremos con Matlab dichos resultados, como su
comprobacion.

Ya en Matlab, abriremos un nuevo documento y seguiremos los siguientes pasos
para la ejecucion de los ejercicios.
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Ejercicio 1.

Para aplicar la descomposicion en fracciones parciales en Matlab de la expresion
H(x)/h(x), se deben seguir los siguientes pasos.

<+ Definir el polinomio numerador H(x) y el polinomio denominador h(x);
ambos deben ser completos y ordenados.

% Para determinar las fracciones parciales se debe usar la funcién, se debe
utilizar la sintaxis siguiente.

“Ir,p,K]=residue(H,h)”

+ Esta funcion retoma los coeficientes de los residuos r(x), la localizacién de
los polos p(x) y los coeficientes del termino directo k(x)

Para la construccion de las fracciones parciales se realiza lo siguientes:

r(1) r(2) r(3) r(n)
x—p() x-p@) x-pB3)  Tx—pm

+ [k(Dx + k(2)] Ecuacion 1.

Como primer ejercicio realizaremos las fracciones parciales de la siguiente
expresion matemética

x+3
x2+3x+2

+ Paso 1.

Ya en un documento de Matlab, le indicaremos al programa el valor del
numerador, el cual esta definido por la funcién “H”, por lo que lo introduciremos de
la siguiente manera. Cabe recordar que los valores se deben introducir sin
variables y entre corchetes, es decir debemos introducir Unicamente los
coeficientes de izquierda a derecha empezando con el coeficiente de exponente
mayor al de menor. Para poderlos introducir debemos dejar un espacio entre ellos
0 separandolos mediante una coma, es decir en este caso quedaria de la
siguiente forma.

H=[1,3]
Presionamos enter y nos va a declarar el programa los valores.

Para el denominador sucede exactamente lo mismo, sin embargo estos valores
estan definidos por la funcién “h”.

h=[1,3,2]
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Presionamos enter y nos va a declarar el programa los valores. De tal forma que
guede de la siguiente manera.

Command Window

> H=[1,3]

+ Paso 2.

Para indicarle al programa que queremos obtener las fracciones parciales de ese
numerador y denominador, ejecutamos la sintaxis antes vista, presionamos enter y
en automatico nos mostrara los valores de las fracciones.

> [r,p,Ek]l=residue (H, h)

& w
-

Para poder interpretar estos valores lo debemos sustituir en la ecuacion 1. Antes
vista

x+3 r(1) N r(2) -1 N 2 B 1 N 2
x2+3x+2 x—p(1) x—-pR) x—-(-2) x—-(-1) x+2 x+1

Que seria el resultado, las fracciones parciales, el cual observamos coincide con
el resultado que obtuvimos de manera tedrica.
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Ejercicio 2
Como segundo ejercicio realizaremos las fracciones parciales de la siguiente
expresion mateméatica

7x + 3
x2+3x—4

+ Pasol.

Siguiendo las instrucciones especificas del ejercicio anterior tenemos lo siguiente.

Command Window

7 3
h=[1,3,-4]
h =
1 3 -4

+ Paso 2.
Ejecutando el comando “residue’.

=>>» [E.p.E]l=residus (H, h)

r =

tn

8]

Para poder interpretar estos valores lo debemos sustituir en la ecuacion 1. Antes
vista

7x+3 r(1) N r(2) B 5 N 2 5 N 2
x2+3x—4 x—p(1) x—-pR) x—(—4) x-(1) x+4 x-1

Teoria de Control y Robética Christian Jesus Cazarrubias Reyes
83



Que seria el resultado, las fracciones parciales, el cual observamos coincide con
el resultado que obtuvimos de manera tedrica.

Ejercicio 3
Como tercer ejercicio realizaremos las fracciones parciales de la siguiente

expresion mateméatica

8x2—7x+6
x3 — 2x2
+ Paso 1.
Siguiendo las instrucciones especificas del primer ejercicio tenemos lo siguiente.

Nota: para este ejercicio utilizamos el otro método de introduccién de valores, el
cual consiste en dejar un espacio entre ellos, y los elementos que no existan
rellenarlos con cero.

Command Window

»> H=[8 -7 6]

+ Paso 2.
Ejecutando el comando “residue”.

> [r,p,El=residue (H,h)

Wokom

oo m
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Para poder interpretar estos valores o debemos sustituir en la ecuacion 1. Antes
vista
8x*—7x+6 (1) N r(2) N r(2)
x3—-2x2  x—-p(1) x-pR) x-p(2)

Debemos recordar que en fracciones parciales existe una regla que nos indica que
cuando tenemos un término al cuadrado en el denominador, las fracciones se
descompondran en ese mismo término pero empezando desde el exponente mas
pequefio hasta el exponente al que llegue, en este caso 2. Por lo que tenemos lo
siguiente.

6 2 -3 6 2 3

x—(2)+x—(0)+x2—(0)= x—2 x x?

Que seria el resultado, las fracciones parciales, el cual observamos coincide con
el resultado que obtuvimos de manera tedrica.
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10.Tema 6. Sistemas de Primer Orden.

Los sistemas de primer orden son modelos matematicos que nos ayudan a
representar circuitos, un sistema térmico, sistema de fluidos, mecanico, etc. y
presenta un diagrama de bloques, en este caso lo mostrados a continuacion
simplificado.

Cs) 1

— = E ion 1.
RG)  ms+1 cuacion

La funcion de transferencia de un sistema de primer orden se caracteriza por tener
el polinomio del denominador de primer grado. En funcion de cémo sea el
numerador, se consideran tres tipos de sistemas de primer orden.

1. Sistema de primer orden sin cero: tiene una constante como
numerador.
Y(s) K

G(S)=m_ts+1

Los pardmetros que aparecen en la funcién de transferencia son la ganancia K,
que coincide con la ganancia estatica G(0), y la constante de tiempo T1. La
ganancia estatica K puede tener cualquier signo, sin embargo para que este
sistema sea estable se debe cumplir que T > 0. Teniendo en cuenta esta
restriccion, no se incluye el caso particular del integrador G(s) =1 s.

2. Sistema de primer orden con cero nulo o derivador filtrado.

_Y(s)  Ks
G(S)_E_Ts+1

Los parametros que aparecen en la funcién de transferencia son la ganancia K,
gue en este caso no coincide con la ganancia estatica G(0) que es igual a 0, y la
constante de tiempo 1. La ganancia K puede tener cualquier signo, mientras que 1
debe ser positivo para que el sistema sea estable.

3. Sistema de primer orden con cero no nulo.

Y(s) K(+1s)
U(s) ts+1

G(s) =
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En este Ultimo caso, los parametros son la ganancia K, que vuelve a coincidir con
la ganancia estética G(0) como en el sistema de primer sin cero, la constante de
tiempo T asociada al cero y la constante de tiempo 1 asociada al polo o constante
de tiempo del sistema. La ganancia K y la constante de tiempo T pueden tener
cualquier signo, mientras que T debe ser positivo para que el sistema sea estable.

En las figuras 5.1, 5.2 y 5.3 se muestran tres ejemplos de circuitos electrénicos
montados con amplificadores operacionales, resistencias y condensadores cuyas
funciones de transferencia se corresponden, respectivamente, con las de los tres
tipos mencionados de sistemas de primer orden. Se propone al lector la tarea de
demostrar que las funciones de transferencia de estos circuitos se corresponden
con las presentadas previamente para cada tipo de sistema de primer orden.

R2
| S |
1
C
. R1 o
1
iy bs
Figura 5.1. Circuito electrénico correspondiente a un sistema de primer orden sin cero.
R2

| |
| 1
) R1 o
Vv C —I__ + v,

Figura 5.2. Circuito electronico correspondiente a un sistema de primer orden con cero
nulo o derivador filtrado.

R2
C1 1
| | | |
I I
c2
—1 1 —
v (Tt R1 ©
1 — ]__ 4+ Vo
Figura 5.3. Circuito electrinico correspondiente a un sistema de primer orden con cero no
nulo.
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Ejercicio 1 (Impulso unitario)

Como primer ejercicio realizamos el siguiente sistema de primer orden.
+ Paso 1.

Se tiene como funcion de transferencia.

4

G() =772

+ Paso 2.
Se aplica un impulso unitario y determinamos la salida C(s).

La entrada impulso en dominio de la Laplace se representa simplemente con valor
1.

Impulso unitario = 1
Despejando la salida de la ecuacion 1
C(s) =R(s) *G(s)
Sustituyendo

4 4

Cs) =t = 7514

+ Paso 3.

Normalizando todo entre T

., 4 s
C(s) = r ___T
+ +

+ Paso 4.

Aplicando transformada inversa de la Laplace.

-1 4 -1
S+ =
T

2¢

C(t) 4 T
T e
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Ejercicio 2 (Entrada escalén)
Como segundo ejercicio realizamos el siguiente sistema de primer orden.
+ Paso 1.

Se tiene como funcién de transferencia.

G(S):s+5

Sin embargo deseamos que quede en el formato como el de la ecuacion 1, por lo
que podemos simplificar 5.
5 1 1
G(S) = =

s+5 1S+1:0.25+1
5

Ya que lo tenemos en ese mismo formato, podemos saber ahora el valor de las
variables.

+ Paso 2.
Se aplica una entrada escalon con valor de 5 y determinamos la salida C(s).

La entrada escal6n en dominio de la Laplace se representa de la siguiente forma.

5
Entrada escalor = 3 valor del escalon =5 - 3
Despejando la salida de la ecuacion 1
C(s) =R(s) *G(s)
Sustituyendo
Ces) 5 5 25 2t ( 1 )
= — %k = = _—
=5 s+5 s(s+5) s(s+5)
+« Paso 3.
Resolviendo por fracciones parciales
( 1 ) _ A N B E on 2
s(s+5) s s4+5 cuacion 2.
1=A(s+5)+ B(s)
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Suponiendo valores para eliminar términos

Para obtener A

Conx =0
1=A(0+5)
A= l =0.2
5
Para obtener B
Conx =—5
1=B(-5)
B=—1=_02
5

Sustituyendo en la ecuacion 2, sin olvidar la constante 25.

LR 5 5
- )= S, _ 5 |-2_
25(5(5+5)> 25 s+s+5 s s+5

+ Paso 4.

Aplicando transformada inversa de la Laplace a las fracciones parciales.

toon =1 -l

~C(t)=5—-5%e7 >

Ejercicio 3 (Sefial rampa)
Como tercer ejercicio realizamos el siguiente sistema de primer orden.
+ Paso 1.

Se tiene como funcién de transferencia.

G =
(5) Ts+1

+ Paso 2.

Se aplica una entrada escalon con valor de 1 y determinamos la salida C(s).
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La entrada rampa en dominio de la Laplace se representa de la siguiente forma.

1

1
Entrada escalor = — valor del escalon =1 )

SZ
Despejando la salida de la ecuacion 1

C(s) =R(s) *G(s)
Sustituyendo

1 1 1

€)= Z* Ts31 - S2Ts + D

+ Paso 3.

Resolviendo por fracciones parciales

( 1 )_A+B+ C E on 3
s2(Ts+1)) s s2 Ts+1 cuacton 5.

1=A(Ts+1)(s*) + B(s)(Ts + 1) + C(s)(s?)

Suponiendo valores para eliminar cada uno de los términos obtenemos que

Sustituyendo en la ecuacion 3.

( 1 ) —T+ 1 N T?

s2(Ts+1)) s s2 Ts+1

Para facilitar la operacion de la tercera fraccion multiplicamos ambos térmicos por
(/)

1
1 -T 1 T? [T
(AN
s2(Ts+1) s s Ts+1\1
T
. C _—T 1 T
FCO) =t gt
S+T

+ Paso 4.

Aplicando transformada inversa de la Laplace a las fracciones parciales.
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T

L-YC(s)} = L‘1{_TT}+ L—l{siz} o :
S

~ =

t
ZC(t)=-T+t+T=xeT

Comprobacién de los ejercicios con Matlab

Ahora que ya contamos con la explicacion tedrica y con los resultados de los
ejercicios propuestos, comprobaremos con Matlab dichos resultados.

Ya en Matlab, abriremos un nuevo documento y seguiremos los siguientes pasos
para la ejecucion de los ejercicios.

Ejercicio 1
+ Paso 1.

Como primer paso haremos la grafica de nuestro primer ejercicio. Para esto
tenemos que definir el eje “X” (tiempo). Con la sintaxis siguiente:

“variable_a_usar=Linspace(tiempo_inicial,tiempo_final,divisiones_del_tiempo);”

Por lo tanto para nuestro ejercicio quedaria de la siguiente manera

t=linspace(0,5,100);

También para el eje “Y”. Que es la funcion.
y=4/T+e @M ™
+ Paso 2.

Para graficar en Matlab tenemos que utilizar el comando “Plot”, su sintaxis es la
siguiente.

“plot(eje_x,eje_y);

Por lo tanto para el ejercicio quedaria de la siguiente manera

Plot(t,y);
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Ei Editor - Untitled2*

[ SistermalerOrdensl.m [ Untitled2* [ =+

t=linspace (0,10,100) ;
v=(4/1) *expi( (-4/1)*t)
Plotit,v) s

[ P S e

Realizando estos comandos, la grafica resultante es la siguiente. Nota: tenemos
que asignarle valores a T, pues esta es contante, mientras que “t” representa el
dominio del tiempo o Laplace.

Asignandole T =8

|4 Figure 1 — O >
File Edit View Insert Tools Desktop Window  Help ™

Do de | @ | 0| & E

0.5

0.45 4 b

0.35 \ 1
0.3 | \ .

0.25 7
0.2 7

La cual seria nuestra grafica de representacion de este sistema.

Ejercicio 2.

Siguiendo las instrucciones del ejercicio 1. Nuestros comandos quedarian de la
siguiente forma.
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EZ Editor - C\Christian Jesus Cazarrubias Reyes\Matlab\Sisternals

| SistemalerOrden31.m | SistemalerQrden32.m | +
1= t=linspace (0,2,100)
A= y=5-S%exp(-5*t);
3 = plot(t,¥):
4

Ejecutando el comando de “Plot”, la grafica resultante es la siguiente.

4. Figure 1 - O X

File Edit View Inset Tools Desktop Window Help k]

Dode | @0 &E

45} /
at )

3571

25
15} |

05

Existe una forma de que podamos comprobar nuestro resultado, lo que tenemos
que hacer es, en la misma pagina donde ya estan nuestros comandos, colocar los
siguientes.

+ Paso 1.
El numerador y denominador de nuestra funcién e transferencia.
num=[5];
den=[1 5],
+ Paso 2.
El valor de nuestro escalon, indicado en una variable o variables, por ejemplo.
esc = 5;

+ Paso 3.
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Nuestra funcion de transferencia.
Gs=tf(num,den);
+ Paso 4.

Nuestra funciébn después de aplicarle el pulso de escaldén. La cual serd la
multiplicacion de la funcion de transferencia con el escalon.

Gs2=Gs*esc;
+ Paso 5.

Los valores de la grafica de la funcion 2, es decir después de habérsele aplicalo el
escalon.

[y2 t2]=step(Gs2,t);
+ Paso 6.

La grafica 2. Podemos anexar la letra “r” entre apostrofes para indicarle cambio de
color a la gréfica, por ejemplo en rojo. Y para que sea punteada dos guiones
seguidos, esto para que se puedan apreciar ambas graficas. Nota: para que no se
borre la gréafica anterior utilizamos el comando “hold on”.

hold on

Plot(t2,y2,’r--");

& Figure 1 — O >
File Edit View Insert Teools Desktop  Window Help -
N de | 2|0 3E
5 T
4.5 | /‘- 1
4 I 1
3.5 1
. l
257 1
| l
1.5} Se aprecia como ambas curvas estan una
1t/ sobre otra, por lo que nuestro resultado |
o del ejercicio tedrico esta correcto. ]
O 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
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Ejercicio 3

Siguiendo las instrucciones del ejercicio anterior, los comandos serian los
siguientes. Con T = 6.

F4 Editor - C:\Christian Jesus Cazarrubias Reyes\Matlab'\SistemalerOr

| SistemalerOrden51.m I| SistemalerOrden32m | Sisten

1= t=linspace (0,2,100);
H|= y=—f+t+6%exp (-t/6);
3- plot(t,v):

a

Realizando el comando de “Plot”, la grafica resultante es la siguiente.

4] Figure 1 — O =

File Edit Wiew Insert Tools Desktop Window  Help »

Odde (@ | 08| k[E

0.3
0.25 /
0.2 r
0.15
01

0.05 -

o 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

Como comprobacion ingresamos los comandos y los datos vistos en el ejercicio
anterior, de tal forma que se observa asi.

g4 Editor - C:\Christian Jesus Cazarrubias Reyes\Matlab\SisternalerC

| SistermalerOrden31.m .| SisternalerOrden52.m -I Untit
3 — t=linspace (0,2,100) >
2 — yv=—E+t+Efexp (—TSE) 2
gi|= plotc (t,¥):
4
50— num=1 ;
& — den=[6 1 © O];
7 - esc = 1;
8 — Gs=tcf (num, den) ;
= GE2=Gs*aezc;
10 — [v2 E2]=step(Gs2,t):
11
A2 = hold on
o3 = ploc(c2,yv2,"r——"}) ;
14
15
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Ejecutamos el programa y observamos las dos gréficas

4| Figure 1
File  Edit
Dads |2

View

Insert  Tools

Desktop

Of8E & E

Window  Help

0.3

0251

02

01T

Esta diferencia que observamos entre las dos graficas es debido al valor que le
otorgamos a “T”. Sin embargo es considerado como un pequefo error en estado
estable, entre mas pequefia sea la constante de tiempo, mas pequefio sera el
error en estado estable después de aplicarsele la rampa.
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11.Tema 7. Sistemas de Segundo Orden.

En ingenieria de control un sistema de segundo orden se caracteriza porque tiene
dos polos, la funcion de transferencia genérica de un sistema de segundo orden
en bucle cerrado tiene la siguiente forma:

K = Ganancia
0 = Factor de amortiguamiento o frecuencia propia no amortiguada

w, = Frecuancia natural

Si sacamos las raices del denominador observaremos que los sistemas de
segundo orden pueden clasificarse en tres tipos diferente de sistemas, las raices
son:

1
s =—8w, +w,(6%—1)2

Observando las raices vemos que se nos presentan tres posibilidades segun el
valor que tome "§2"ya que puede ser mayor, menor o igual a 1. Por lo que se
tienen los siguientes criterios.

+ Sistema subamortiguado

Los sistemas subamortiguados sélo se dan cuando 6 < 1, asi pues obtenemos un
par de numeros complejos, desarrollandolo obtenemos: wy = Frecuencia forzada.

+ Sistema criticamente amortiguado y sistema sobreamortiguado

Subamortiguado este tipo de sistema lo obtenemos cuando 6 < 1, la grafica que
siguen estos tipos de sistemas es una sigmoide y es el caso frontera, por decirlo
de alguna manera, es el caso que separa un sistema subamortiguado de un
sistema sobreamortiguado.

Los sistemas sobreamortiguados se dan cuando § > 1, la curva que representa a
estos tipos de sistemas es también una sigmoide como en el caso anterior pero
todas las curvas que pueden seguir los sistemas sobreamortiguados estan por
debajo de la que sigue uno criticamente amortiguado con lo que podemos deducir
gue es mas lento que el caso frontera.

Criticamente amortiguado lo obtenemos cuando § = 1.
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+ Especificaciones del transitorio

Las especificaciones del transitorio solo tienen sentido para los sistemas
subamortiguados, presentaremos primero la grafica que seguiremos para la
explicacion y seguidamente pasaremos a definir cada término.

Para comenzar hay que decir que la referencia es una entrada en escalén de una
unidad que se ve representada en color cian.

+ Tiempo de subida
Es el tiempo necesario para que la salida del sistema alcance un determinado
porcentaje del valor final de la referencia. Si no se especifica dicho porcentaje se
entiende que se medira hasta que alcance el 100% del valor final. Otra forma de
establecer el tiempo de subida es mediante una horquilla de valores, es decir,
medir el tiempo que trascurre desde un porcentaje inicial hasta uno final, en
nuestra grafica el tiempo de subida esta marcado con lineas rojas, se denomina ts.

+ Sobreoscilacion
Se define como la amplitud de la primera oscilacién en porcentaje sobre el valor
final de referencia, en nuestra gréafica se ve representada por las lineas verdes y
se denomina SO.
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+ Tiempo de pico
Es el instante de tiempo en el que se produce la primera sobreoscilacion en
nuestro dibujo se ve representado mediante lineas azules y se denomina tp.

+ Tiempo de establecimiento
Se define como el tiempo que tarda la salida del sistema en establecerse en una
franja alrededor del valor final, se toman dos tiempos de establecimiento, al + 2% y
al £ 5%

Los cuatro términos deben de ser lo menor posible para que el sistema sea mas
eficiente.

Ejercicio 1
Para poder realizar el ejercicio de un sistema de segundo orden es necesario

tomar en cuenta las siguientes formulas. Pues el objetivo es calcular el tiempo de
subida, tiempo pico, sobre paso maximo y el tiempo de asentamiento.

Wi

Ecuacion base G(s) = Ecuacion 1.
(s) S% + 2kwy, * s + w?

7'[ —
Tiempo de subida T, = L Ecuacion 2.

T
Tiempo pico Tp = — Ecuaicion 3.

Kx*1 )

Sobre paso maximo %O0s = e_<\/ 1-k? Ecuacion 4.

Ecuacion 5.

Tiempo de asentamiento Ts =

Q= tan=1 <—V(1_k2>

k *wy,

E on 6.
i cuacion

Wy = wy x4/ 1 —k? Ecuacion 7.

Nuestra funcion de transferencia es la siguiente

9

G(s)=—
)= Z 74519
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Observamos que tiene la misma forma de la ecuacion 1, por lo que igualamos los
coeficientes de los términos con las mismas variables que los representan, es
decir para wy,

Para obtener “k”
2k xw, = 2.4
2.4 2.4

=2*Wn_2*3

~ k=04

Sustituyendo en la ecuacion 6.

@ =tan™? (— a- kz) =tan ! <—1 _ 0'42>

k 0.4

s~ @ =1.159

Sustituyendo en la ecuacion 7.

wa = wy, +/1- k% =(3) (V1 —0.42)

rad
wy = 2.749 —
seg

Ya que tenemos estos valores, podemos calculas los de las ecuaciones 2 a 5.

+ Tiempo de subida

Calculando el tiempo de subida con la ecuacion 2.

_m—¢ mw—1159

T. =
r Wy 2.749
~Tr=0.72s
+ Tiempo pico
Calculando el tiempo pico con la ecuacién 3.
T T _ T

P w, 2794
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Tp = 1.14 seg

+ Sobre paso maximo

Calculando el sobre paso maximo con la ecuacion 4.

Kx*m 0.4*1T

%0s = e_(m) %100 = e_(\/1—0-42) * 100

%0s = 25.38

+ Tiempo de asentamiento

Calculando el sobre paso méaximo con la ecuacién 5.

T — 4 4
ST kxw, 04x3
~ Ts = 3.33 seg

Ejercicio 2
Para poder realizar el ejercicio del sistema de segundo orden es necesario tomar

en cuenta las formulas del ejercicio anterior. Pues el objetivo es calcular el tiempo
de subida, tiempo pico, sobre paso maximo y el tiempo de asentamiento.

Nuestra funcion de transferencia es la siguiente

25
s2 4+ 6.3s + 25

G(s) =

Observamos que tiene la misma forma de la ecuacion 1, por lo que igualamos los
coeficientes de los términos con las mismas variables que los representan, es
decir para w, seria de la siguiente forma.

w2 =25
w, =5
Para obtener “k”
2k *w, = 6.3
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Sustituyendo en la ecuacion 7.

wy = w, %1 — k2 = (5) (\/1 ~ 0.632)

rad
w, = 3.883 —
seg

Ya que tenemos estos valores, podemos calculas los de las ecuaciones 2 a 5.
+ Tiempo de subida

Calculando el tiempo de subida con la ecuacion 2.

_m—¢ m—0.889

T

wy 3.883
~Tr=0.58s
+ Tiempo pico
Calculando el tiempo pico con la ecuacion 3.
=t oT
w,  3.883

Tp = 0.809 seg
+ Sobre paso maximo

Calculando el sobre paso maximo con la ecuacion 4.

Kx*m 0.63*1T

%0s = e_(m> «100 = e_(vl—o.esz) « 100

. %0s = 7.82
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+ Tiempo de asentamiento

Calculando el sobre paso méximo con la ecuacién 5.

_ 4 4
ST kxw, 0.63%5
~Ts = 1.27 seg

Ejercicio 3

Apoyandonos del ejercicio anterior tenemos la siguiente funcion.

49
s2+8.8s + 49

G(s) =

Observamos que tiene la misma forma de la ecuacion 1, por lo que igualamos los
coeficientes de los términos con las mismas variables que los representan, es
decir para w, seria de la siguiente forma.

w2 =49
YWy, =
Para obtener “k”
2k *w, = 8.8

_ 88 88
C2%w, 2%7

~ k=0.628

Sustituyendo en la ecuacion 6.

o = tan-1 (,/(1 — k2> R ( 1- 0.6282>

k 0.628

© @ =0.89

Sustituyendo en la ecuacion 7.

wa = wy +/1— k2 = (7) (V1 - 0.6282)
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rad
wy =545 —
seg

Ya que tenemos estos valores, podemos calculas los de las ecuaciones 2 a 5.
+ Tiempo de subida

Calculando el tiempo de subida con la ecuacion 2.

m—¢ m—0.389

I wy; 545
~Tr=041s
+ Tiempo pico
Calculando el tiempo pico con la ecuacién 3.
LA
wy 545
Tp = 0.58 seg

+ Sobre paso maximo

Calculando el sobre paso maximo con la ecuacion 4.

Kx*1 0.628x1

%0s = e_(\/l—_kz) %100 = e_<\/m) * 100

%0s = 7.92

+ Tiempo de asentamiento

Calculando el sobre paso maximo con la ecuacion 5.

4 4

T: =
ST kxw, 0.628%7

~Tg = 0.91 seg

Comprobacién de los ejercicios con Matlab

Ahora que ya contamos con la explicacién tedrica y con los resultados de los
ejercicios propuestos, comprobaremos con Matlab dichos resultados.

Ya en Matlab, abriremos un nuevo documento y seguiremos los siguientes pasos
para la ejecucion de los ejercicios.
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+ Pasol.

Para que nos indiqgue Matlab el comportamiento del sistema primero tenemos que
introducir la funcion de transferencia de nuestro sistema. Con la sintaxis
anteriormente vista en el tema 5, la cual consiste en introducir el valor del
numerador y denominador y declararlos por su nombre, en este caso como la
funcion G(s), por lo que el comando ya en Matlab queda de la siguiente forma.

@ Editor - C:\Christian Jesus Cazarrubias Reyes\Matlab'\SisternaZs
| SisternalerOrden51.m | Untitledd | SisternaZdoOn

- num==;

= den=[1 2.4 9]:
Gs=tf (num, den) ;
- step (Gs);

P Y S TV Y
|

Y obtenemos la grafica siguiente gracias al comando “Step” que de igual forma ya
fue introducido, donde comprobamos efectivamente los resultados.

+ Tiempo de subida (0.72 seg).
4| Figure 1 — O bt

File Edit View Insert Toocls Desktop Window Help »

Udde | (@ 06| & [E

Step Response RN ICIS M,

1.4
1.2 b System: Gs 4
Time (seconds): 0.7 26
Amplitude: 1.01
I SEEEEEREERE W \\\\, ...................... ——r T ——— R
L o8t |
=
=
_.:Et 06 b
047 b
02 [/ ]
/lll:l
0 , , , , ,
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 d 4.5 5
Time (seconds)
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+ Para el tiempo pico (peak amplitude), sobrepaso maximo (overshoot).

|4\ Figure 1 - O it
File Edit View Insert Tools Desktop Window Help 2
Odde | @ 0E&E &E
Step Response
1.4 T T T
___________ Y
1.2 System: G &
ysiem. (s conds): 3.96
Peak amplitude: 1.25 = !
' S S Overshoot (%):25.4 |, -
/ Attime (seconds): 1.15
i
§os [
= / i
= i
£ os / i
f i
|
0.4 / i
f'll !
02} / !
|
/ |
0 . | . .
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5

Time (seconds)

+ Para el tiempo de asentamiento

Cabe sefalar que este tiempo no coincide del todo con el obtenido, sin embargo
esto se debe a que el tiempo de sentamiento lo toma por debajo de “1” mientras
que el que nosotros calculamos hace referencia al que estd por arriba de 1,
Indicado con el punto “A” y efectivamente comprobamos que si coincide el tiempo.

4\ Figure 1
File  Edit

Daddse

View

=

=5

Insert  Tools Desktep Window  Help

OEB &[E

Step Response

— O X

Amplitude

D4

02T

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
Time (seconds)
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Ejercicio 2
La sintaxis de los comandos son los siguientes.
| SistemalerOrden51l.m | Sistema2doOrde

- num=25;
- den=[1 &.3 25]:
- Gz=tf (num, den) ;

TN S R o R

- step(Gs)

Y obtenemos la grafica siguiente gracias al comando “Step” que de igual forma ya
fue introducido, donde comprobamos efectivamente los resultados.

=+ Tiempo de subida (0.58 seg).

4. Figure 1 - O X

File Edit View Insert Tools Desktop Window Help k.

Dode @ 08| KE

Step Response
1.2 T T T
o g __,.
I ELELLR LR L LT EITTETRPRP PR PR ."flm_h"———...._u .................
Systemn: Gs

Time (seconds): 0.579
Amplitude: 0.999

T
N

Amplitude

<
B

0.2

0 02 04 06 08 1 1.2 14 16 18 2
Time (seconds)

Teoria de Control y Robética r "" Christian Jesus Cazarrubias Reyes
108



+ Para el tiempo pico (peak amplitude, 0.809 seg), sobrepaso maximo
(overshoot, 7.82%).

4] Figure 1 - O X
File Edit View Insert Tools Desktop Window Help k]
NEaWde|@|0&|~E

Step Response AR ICESEA)

1.2

b —

T P (S | System: Gs
! Peak amplitude: 1.08
! Overshoot (%): 7.82
I ! Attime (seconds): 0.804

o o
o) o
X

Amplitude

o
B

0.2

1] 0.2 04 06 08 1 12 14 16 18 2
Time (seconds)

+ Para el tiempo de asentamiento (1.27 seg)

Tomando en cuenta la nota del ejercicio anterior.

(4] Figure 1 — O o

File Edit View Insert Teools Desktop  Window Help k]

Ndke | /0B LE

Step Response 2,5 ME QG

1.2
o ___\_\_\_"‘——\_\__\_\_\_:‘_ ------------------- i
1o o]
System: Gs
Settling time (seconds): 1.2
0.8 / i
. |
2 / i
= 0.6 .
£ !
< !
I
0.4r i
i
i
0.2 i
!
.-"'f |
0 i

0 0.2 04 0.6 08 1 12 1.4 16 18 2
Time (seconds)

Efectivamente comprobamos que los resultados coinciden con los tedricos.
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Ejercicio 3
La sintaxis de los comandos son los siguientes.
| Editor - C:\Christian Jesus Cazarrubias Reyes\Matlab'Sist
|. SisternalerOrden3l.m = | Sisterna2doOrdentl.m

1 — num=49;

2 — den=[1 8.8 49]:
3= Gs=tf (num, den) ;
d = step (G=3) ;

Y obtenemos la grafica siguiente gracias al comando “Step” que de igual forma ya
fue introducido, donde comprobamos efectivamente los resultados.

=+ Tiempo de subida (0.41 seg).

|4 Figure 1 - O *
File Edit View Inset Tools Desktop Window Help u

NEde @ 0E| k@

Step Response

1.2

System: Gs
Time (seconds): 0.4 11
Amplitude: 0.997

=

oo

T
e

/

5 /
=
= 0.6
=
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; . . . .
1] 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4

Time (seconds)
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+ Para el tiempo pico (peak amplitude, 0.58 seg), sobrepaso maximo
(overshoot, 7.92%).

|4 Figure 1 - O X
File Edit View Insert Tools Desktop Window Help k]
DEede 3|08 @

Step Response 2 (=] @ O (3

1.2

System: Gs

Peak amplitude: 1.08
Overshoot (%): 7.89
Attime (seconds): 0.576

b
m
T
S

/ i
5 /; i
3 '
= 06 !
2 i
£ !
< !
I
0.4 i
i
i
0.2 !
!
!
0 ' [ ' ' '
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4

Time (seconds)
+ Para el tiempo de asentamiento (0.91 seq)

Tomando en cuenta la nota del primer ejercicio.

4 Figure 1 — O >
File Edit View Insert Tools Desktop Window Help ]
Dogde | @ 08| &E
Step Response L. EMA A
1.2 T T T .
________ .-l_____\_\_-_\_\_\_\_\__"‘—\—-.. ——,— e — - ]
1R Rapee e
System: Gs
Setlling time (seconds): 0.855
0.8 / i
@ / !
=] |
£ o6 ’/ i
= 0 .
£ !
< !
|
0.4 i
[
i
0.2 [
|
!
0 . . L .
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Efectivamente comprobamos que los resultados coinciden con los tedricos.
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12.Tema 8. Simulacién de sistemas de control en Matlab.
Sistema de control

Dentro de laingenieria de sistemas, teoria de control, etc. Un sistema de
control es un conjunto de dispositivos encargados de administrar, ordenar, dirigir o
regular el comportamiento de otro sistema, con el fin de reducir las probabilidades
de fallo y obtener los resultados deseados.

Existen dos clases comunes de sistemas de control: sistemas de lazo abierto y
sistemas de lazo cerrado. En los sistemas de control de lazo abierto la salida no
interviene en la accion de control; mientras que en los de lazo cerrado si se va a
requerir conocer la salida para ejercer el control del sistema. Este ultimo es
llamado también: sistema de control con realimentacion.

Por lo general, se usan sistemas de control en procesos de produccion industriales
para controlar equipos, maquinas, motores, etc.

Como objetivos generales Los sistemas de control deben conseguir lo siguiente

% Ser estables y robustos frente a perturbaciones y errores en los modelos.
% Ser eficiente segun un criterio preestablecido evitando comportamientos

bruscos e irreales.

Para este tema simularemos un sistema de control en Matlab para conocer su
comportamiento, asi como la respuesta obtenida al aplicar diferentes estimulos.
No obstante, anteriormente en el Manual de Matlab Parte 1 ya estuvimos
trabajando con algunos sistemas, como lo fue el de Masa — Resorte —
Amortiguador, por lo que para este ejemplo de sistema lo retomaremos, sin
embargo con nuevas ecuaciones y un nuevo método.

Ejercicio

Este sistema tiene el propdsito principal de reducir la transmision de las
vibraciones y los ruidos portados por la estructuras. Los elementos flexibles
(resortes) aseguran que las masas sean desacopladas en términos de la
transmision de oscilacion. Se deben coordinar las dinamicas de resortes y masas
para este proposito.

+ Paso 1.

Como primer paso diseflaremos la ecuacion del sistema masa — resorte —
amortiguador, representado por el dibujo siguiente.
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Para poder disefar el sistema tenemos que tener en consideracién unas de las
leyes fundamentales de la fisica, como lo es la Segunda Ley de Newton y la Ley
de Hooke. Y una fuerza externa (Fe) que nos ayuda a poner el sistema en
movimiento. Recordemos que la sumatoria de fuerzas en un punto debe ser cero.

29Ley de Newton F=m=+a donde a=x
Ley de Friccion viscosa F,=bx*v donde v=x
Ley de Hooke F.=kxy donde y=x

Donde
x"" = aceleracioén
x' = velocidad
x = Posicion o desplazamiento

k,b = constantes

Por lo que nuestra ecuacion seria

F,—F—F,—E =0

Sustituyendo

FE,b—mxxx"—bxx'"—kxx=0

Despejando Fe

F,=mx*xx"+bxx"+kxx
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Aplicando La Transformada de Laplace
L{F,} =L{m=x*x"+bxx"+k * x}
F,(s) = m[X(s)s? — x(0)s — x"(0)] + b[X(s)s — x(0)] + kX(s)

Para obtener la funcion de transferencia es necesario tomar en cuenta
x(0)=0
x'(0)=0

Por lo que la ecuacién quedaria de la siguiente manera

F,(s) = m[X(s)s?] + b[X(s)s] + kX (s)

Factorizando X(s)

F,(s) = (m[s?] + b[s] + k)X(s)

Despejando X(s) como numerador y Fe¢(s) como denominador, la cual seria
nuestra funcion de transferencia.

. G(s) = X(s) _ 1

U TRG T (misE 4 bls] + b
Dividiendo todo entre “m”

6(s) X(s) 1/m 1/m
S) = = =
F,(s) (m[s?]  b[s],6 k 1. b k

O () (Rl

Multiplicando por k / k
1
G(s) = X(s) E* m 1* k/m
o b k b k
Rl K (14 s +55) ¢ (Is21 455051 +35)
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Aplicando las siguientes formulas para reduccion de términos

k

1

(l)oz

m

b
T= Ecuaciones 1.
2muwy

Por lo tanto nuestra nueva ecuacion queda de la forma siguiente

2
Wo ,
k * Ecuacion 2.
([s2] + 2two[s] + w?d)

X(s)
E(s)

oo G(S) =

La cual es nuestra funcion de transferencia del sistema masa — resorte —

amortiguador que ingresaremos a Matlab.

Cabe senalar que el valor de “t” esta estrechamente relacionado con el
amortiguador, pues este término es el que involucra a la variable “b”, la cual es la
constante de friccion del amortiguador. Es por ello que al variar este valor, la masa
oscilara en relacién al valor del término “t”, tal como se muestra en la imagen

siguiente (imagen 1).

2.0 T T T T T T T
— undamped ({=0)
— under ({=0.5)
1.5} = critical (¢=1.0)
@ = .
g over ({(=1.5)
o
a
@ 1.0f
& .
ﬁ ///'/
0.5} S
P4
Ve
0.0 ; : ;
0 2 4 6 8 10 12 14

+ Paso 2. Ejecucion en el programa Matlab.

Ya que tenemos la ecuacion que representa el sistema, procederemos a trabajar
en Matlab, en el apartado de Simulink en un documento nuevo (A).
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¥ Simulink Start Page

3 Open...

Recent
> My Templates

#3 Laplace35.six
~ Simulink

P2 Tema250.slx
P3 Tema231.six
Py Tema221.slx %

Py Tema2.six

Py Tema22.six o
Blank Model

Proiects

Con los siguientes elementos (ubicados en la seccion “Library Browser”), creamos
el siguiente diagrama, mostrado a continuacion.

L)

« 1 Funcion de transferencia

% 1 Step (entrada escalon)
s 1 Scope

1
j Tlos+1 'D

Sin embargo en la funcién de transferencia ingresamos la funcién que representa
nuestro sistema, es decir la ecuacién 2. Por lo que nuestro diagrama queda de la
forma siguiente.

j Wo2 | > )

S+2%Worzss+ Wo2 I

Transfer Fcn
+ Paso 3.

Ya que tenemos la funcién de transferencia en Simulink, hace falta que asignemos
valores a las variables, esto se hace directamente en Matlab, por lo que
ingresamos 3 conjuntos de valores para obtener 3 resultados, tal como se muestra
a continuacion.

Asignando valores #1

Para asignar el primer conjunto de valores, solo los declaramos directamente en
Matlab, en la ventana de “Command Window”, los valores del primer conjunto son:
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N
m=2kg b=4'? k=32E

Por lo que en Matlab queda de la forma siguiente. Como comprobacion, también
estas variables se muestran en la ventana de “Workspace”.

Command Window Workspace
== m=2; Mame Yalue
=> kb=4; b 4
>> k=32; k 32
JEI.’ _— m 2
o
-

Como siguiente paso definimos las férmulas que le dan los valores a W, (en el
programa Wo2) y a W,. Esto con ayuda de las ecuaciones 1. Por lo que en Matlab
queda de la siguiente forma (imagen lado izquierdo). Para la raiz cuadrada
utilizaremos el comando “sqrt()”. Y en la imagen que se encuentra en la derecha
es la ventana de “Workspace”, la cual nos muestra los valores de las variables
calculadas.

Command Window Works pace
> =2 Marme Yalue
== =4,
== k=32; 0 b 4
»» WoZ2=k/ m: 11 k 32
== Wo=sgrt (k/m) ; I m 2
= z=b/ (Z2*m*Wao) ; 11 Wo 4q

e = | ] Wod 16

-~ =z (0.2500

Nota: Es necesario observar que el valor de “t” (en el programa representado con
“z”) tiene un valor de 0.2500, por lo que refiriéndonos a la imagen 1, se trata de un
sistema subamortiguado.

+ Paso 4.

Una vez que ya estan definidas dentro del programa, regresamos a Simulink y
ejecutamos el programa presionando en el boton “Run” mostrado en la siguiente
imagen.
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ne [10.0 - q& I\!/I Ul}'

Step Run Step
t Restart Back = - Forward

Por ultimo paso presionamos en el elemento “Scope” para que nos muestre el
comportamiento del sistema en una gréfica.

4. Scope - O X
File Tools View Simulation Help a
G- BOP®|=- A& F|SH

1.6

Ready Sample based |Offzet=0 |T=7.000

Asignando valores #2

Asignamos el segundo conjunto de valores, los declaramos directamente en
Matlab, en la ventana de “Command Window”, los cuales son:

N

Por lo que en Matlab queda de la forma siguiente. Como comprobacion, también
estas variables se muestran en la ventana de “Workspace”.

Workspace
3 m=2; Mame Value
== k=1E; b 16
x> k=32 I k 32
I == | ] m 2
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Definimos las férmulas que le dan los valores a W, (en el programa Wo02) y a W,
Esto con ayuda de las ecuaciones 1. En la imagen que se encuentra en la derecha
es la ventana de “Workspace”, la cual nos muestra los valores de las variables
calculadas.

Command Window
= 2 MName Value

b=1&; b 16
k=3Z2; 1 k 32
> WoZ=k/m; 11 m 2
- Wo=sgrt (k/m) : EU_,].‘.'I.'!'!'.D 4
=> z=b/ (2*m*Wo) : : 16
f{ T 1

Nota: Es necesario observar que el valor de “t” (en el programa representado con
“z”) tiene un valor de 1, por lo que refiriéendonos a la imagen 1, se trata de un
sistema criticamente amortiguado.

Ya en Simulink presionamos en el elemento “Scope” para que nos muestre el
comportamiento del sistema en una gréfica.

4| Scope - m] s
File Tools View Simulation Help e

G- 40P ® =-|aA-E-|F| &

Ready Sample based |Offset=0 T=7.000

Asignando valores #3

Asignamos el tercer conjunto de valores, los declaramos directamente en Matlab,
en la ventana de “Command Window”, los cuales son:

kg N
m=2 kg b =64 — k=32—
S m
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Por lo que en Matlab queda de la forma siguiente. Como comprobacion, también
estas variables se muestran en la ventana de “Workspace”.

Waorkspace
R | Marme Yalue
=> b=g4; b 64
>> k=32; o k 32
o o [Om 2

Definimos las férmulas que le dan los valores a W, (en el programa Wo2) y a W,
Esto con ayuda de las ecuaciones 1. En la imagen que se encuentra en la derecha
es la ventana de “Workspace”, la cual nos muestra los valores de las variables

calculadas.

Command Window Workspace
= m=2: Mame Value
55 b=64; b 64
5> k=32; ﬁk ;2
m
>> WoZ=k/m; FH wo 1
»> Wo=sgrt (kfm) ; FH wo2 16
»> z=h/ (2*m*Wao) ; iz 4

Nota: Es necesario observar que el valor de “t” (en el programa representado con
“z”) tiene un valor de 4, por lo que refiriéendonos a la imagen 1, se trata de un
sistema sobreamortiguado.

Ya en Simulink presionamos en el elemento “Scope” para que nos muestre el
comportamiento del sistema en una gréfica.

4| Scope

File Tools View Simulation Help

G- aOP® | =-|a-E-|F| &

Sample bazed |Offset=0 |T=16.000
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13. Tema 9. Simulacién de sistemas de control en Matlab con
controladores (P, PI, PID).

Controlador Proporcional (P)

Un sistema de control proporcionales un tipo de sistema de control
de realimentacion lineal. Dos ejemplos mecanicos clasicos son la valvula flotador
de la cisterna del aseo y el regulador centrifugo.

La accion de control proporcional constituye un amplificador con ganancia
ajustable. La variable medida se resta de la entrada (la variable deseada) para
formar una sefial de error. Este tipo de accién de control no tiene en cuenta el
tiempo por lo que es importante unirla con alguna parte de accién integral o
derivativa.

FI1G. 4.--Governor and Throttle-Valve.

Regulador Centrifugo.

El sistema de control proporcional es mas complejo que un sistema de control
encendido/apagado como por ejemplo un termostato interno bi-metalico, pero mas
sencillo que un sistema de control proporcional-integral-derivativo (PID). El
sistema de control tipo encendido/apagado sera adecuado en situaciones donde el
sistema en general tiene un tiempo de respuesta relativamente largo, pero dara
lugar a un comportamiento inestable si el sistema que esta siendo controlado tiene
un tiempo de respuesta breve. El control proporcional resuelve este problema de
comportamiento mediante la modulacién de la salida del dispositivo de control,
como por ejemplo con una valvula cuyo paso se varia en forma continua.

Una analogia con el control de encendido/apagado es conducir un automovil
mediante la aplicacion de potencia y variando el ciclo de trabajo para controlar
la velocidad. La potencia se aplica hasta que se alcanza la velocidad deseada, y
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luego se deja de alimentar con nafta el motor, asi el automovil ira reduciendo su
velocidad por efecto de la friccibn de sus partes y el rozamiento con el aire.
Cuando la velocidad cae por debajo del valor objetivo, con una cierta histéresis, de
nuevo se aplica plena potencia al motor alimentando con nafta. Se puede observar
que esto se parece a la modulacion de ancho de pulso, pero obviamente como
resultado da un control pobre con grandes variaciones en la velocidad. Cuanto
mas potente es el motor, mayor es la inestabilidad y cuanto mayor sea la masa del
automovil, mayor es la estabilidad. La estabilidad se puede expresar como una
correlacion de la relacion potencia-peso del vehiculo.

El control proporcional es el tipo de control que utilizan la mayoria de los
controladores que regulan la velocidad de un automovil. Si el automovil se
encuentra moviéndose a la velocidad objetivo y la velocidad aumenta ligeramente,
la potencia se reduce ligeramente, o en proporcion al error (la diferencia entre la
velocidad real y la velocidad objetivo), de modo que el automdévil reduce la
velocidad poco a poco y la velocidad se aproxima a la velocidad objetivo, por lo
que el resultado es un control mucho mas suave que el control tipo
encendido/apagado.

Analisis Teorico
En estos controladores la sefal de accionamiento es proporcional a la sefial de

error del sistema. La Sefal de error es la obtenida en la salida del comparador
entre la sefal de referencia y la sefal realimentada.

Es el méas sencillo de los distintos tipos de control y consiste en amplificar la sefial
de error antes de aplicarla a la planta 0 proceso.
La funcién de transferencia de este tipo de reguladores es una variable real,
denominada Kp (constante de proporcionalidad) que determinara el grado de
amplificacion del elemento de control.

Si Y(t) es la seiial de salida (salida del controlador) y E(t) la sefial de error (entrada
al controlador), en un sistema de control proporcional tendremos:

Y(t) = K, * E(t)

Aplicando Transformada de Laplace
L{Y(©)} = L{K, * E(t)}
L{y ()} = Kp * L{E(t)}
Y(s) =K, xE(s)
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Por lo que despejando E(s) nuestra funcion de transferencia sera

Y
G(s)z%zl{p

Donde Y(s) es la salida del regulador o controlador, E(s) es la sefial de error y K,
la ganancia del bloque de control.

Otro parametro importante en la accion de este controlador, es la denominada
banda proporcional que expresa que tan grande sera la accién de control ante una
sefal de error en la entrada, y es igual a:

B 1
P =7
Kp

Ejercicio en Matlab — Simulink

En Matlab nosotros podemos utilizar simulaciones de diferentes sistemas
utilizando controladores, asi como también podemos obtener la forma gréfica de
dicho sistema para conocer su comportamiento.

+ Paso 1.

Como primer paso abrimos un nuevo documento en Simulink dentro de Matlab y
en el apartado de “Library Browser” seleccionamos los siguientes elementos.

s 1 Step (entrada escaldn)

« 1 PID (Controlador)

¢ 1 Transfer Fun (Funcion de transferencia)
% 1 Scope (Osciloscopio)

% 1 Sum (sumador)

Y los colocamos de manera que guede como se muestra a continuacion.

1
>+, ) » FiDis) > — » (]
'\l/ s+ 1
Escalan Controlador P Fumncion Osciloscopio
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El Controlador por defecto viene configurado como controlador PID, por lo que
tenemos que cambiar este a un controlador proporcional. Para hacerlo solo se le
da doble clip al controlador y nos aparecera una ventana como se muestra en la
siguiente imagen.

Block Parameters: Controlador P X
PID 1dof (mask) (link) ~
This block implements continuous- and discrete-time PID control algorithms and includes advanced features such as anti-windup,
external reset, and signal tracking. You can tune the PID gains automatically using the Tune..." button (requires Simulink Control
Design).

Controller: |PID - | Form: |Parallel

Time domain: Discrete-time settings

®) Continuous-time
Sample time (-1 for inherited): -1

) Discrete-time

¥ Compensator formula

EIN L
# 1+ N
8

Main Initialization Output Saturation Data Types State Attributes

Controller parameters B
Source: |internal -
Proportional (P): | 1 é | g

Integral (I): |1 | g

Derivative (D): |0 | g

Use filkered derivative

Filter coefficient (N): | 100 | B

]
>

Cancel Help Apply

antamatad toninn

En el punto A seleccionamos el tipo de controlador, en este caso proporcional (P),
y en el punto B se le indica el valor de dicho controlador.

+ Paso 2.

Como ejercicio analizaremos un caso practico de controlador proporcional, tal
como se indica a continuacion. El analisis se realiza alrededor de un suministro de
agua comun.

La valvula de control Ve consigue que el caudal de entrada de fluido en el depdésito
sea igual al flujo de salida, a base de mantener el nivel constante en el depdsito.
Regulando la posicion del tornillo T, ajustamos el nivel deseado.

Si ocurre un aumento del caudal de salida (por abrir Vs), disminuye el nivel del
depdsito, que es detectado por el flotador, que por medio de una palanca, modifica
la posicién la valvula Ve, aumentando el caudal de entrada hasta conseguir que
sea igual al de salida. Entonces, el flotador estard& mas bajo que al principio,
produciéndose un error permanente.
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El regulador de accidn proporcional responde bien a las necesidades operativas,
siempre que el error producido sea tolerable.

Asignando Valores #1

Los datos proporcionamos del ejercicio son los siguientes
K, = s*+13s* + 19s + 38
Controlador Gc(s) =87

Ya que tenemos “K,” podemos obtener facilmente “B,”, la cual sera nuestra
funcién de transferencia.

1
B. =
P s3 413524+ 195 + 38

Por lo tanto sustituimos valores en el diagrama previamente hecho en Simulink, de
tal manera que queda como se muestra a continuacion.
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Nota: Ya que el sumador en este caso sirve como comparador, el signo que va
hacia el osciloscopio es negativo, por lo que de igual forma queda como se
muestra a continuacion.

r

] ]
—H; —» P(s) > - — >
J_ = P 41354 195 + 38

Oeciloscopio

Escalén Controdador P =
Funcion

+ Paso 3.

Como ultimo paso ejecutamos el programa dando clip en “Run” y seleccionamos el
Osciloscopio (Scope) para observar la grafica que se obtiene de nuestro sistema.

4. Osciloscopio

File Tools View Simulation Help

@-la0P® =-la-|E-|F|&

Ready Sample based Offset=0 T=17.000

La cual seria la grafica del comportamiento de nuestro sistema de suministro de
agua con Controlador Proporcional (P).

Asignando Valores #2
Los datos proporcionamos del ejercicio son los siguientes

K, = s* + 100s® + 60s* + 37s + 56

Controlador Gc(s) = 40
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Ya que tenemos “K,” podemos obtener facilmente “By”, la cual sera nuestra
funcion de transferencia.

1
B. =
P 54410053 + 60s2 + 37s + 56

Por lo tanto sustituimos valores en el diagrama previamente hecho en Simulink, de
tal manera que queda como se muestra a continuacion.

Nota: Ya que el sumador en este caso sirve como comparador, el signo que va
hacia el osciloscopio debe ser negativo, por lo que de igual forma queda como se
muestra a continuacion.

L CJ
P > >
| ' Q : [S) 5* + 1008 + 6052 + 375 + 56
Escaldn Controlador P Osciloscopio
Funcidn
+ Paso 3.

Como ultimo paso ejecutamos el programa dando clip en “Run” y seleccionamos el
Osciloscopio (Scope) para observar la grafica que se obtiene de nuestro sistema.

4| Osciloscopio - m] *

File Tools View Simulation Help k]

G- AOLE | = A E-|F|&

Ready Sample based | Offset=0 T=100.000

La cual seria la grafica del comportamiento de nuestro sistema de suministro de
agua con Controlador Proporcional (P).
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Controlador Proporcional — Integrador (PI)

El Controlador Proporcional — Integrador tiene como propdsito disminuir y eliminar
el error en estado estacionario, provocado por el modo proporcional. El error es
integrado, lo cual tiene la funcion de promediarlo o sumarlo por un periodo
determinado, con el proposito de obtener una respuesta estable del sistema sin
error estacionario.

El control integral actia cuando hay una desviacion entre la variable y el punto de
control, integrando esta desviacion en el tiempo y sumandola a la accion
proporcional. Este control es una accién que provoca un cambio en la sefial de
salida respecto del tiempo a una razon proporcional de la cantidad de error. La
accion integral del controlador responde a un error acumulado en el tiempo,
cambiando la sefal de salida tanto como se necesite para eliminar completamente
el error. Si la accion proporcional (P) le dice a la salida tanto desplazarse cuando
un error aparece, la accion integral (1) le dice a la salida que tan rdpido moverse
cuando un error aparece. Si la accién proporcional (P) actia en el presente, la
accion integral (I) actia en el pasado. Por tanto, que tan rapido la sefial de salida
es controlada por la accion integral depende de la historia del error en el tiempo:
cuanto error existid, y que duracion. Cuando pensemos en “la accién integral” (1),
pensemos en “impaciencia’: esta accidén de control maneja la salida para aumentar
y aumentar su valor conforme haya una diferencia.

2} A
7l

\“Am::.l’én cdef confrol =

- f
T
W
Sefia Farizble de sabds
dle e 1 regoisds
a(1) Wit
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Analisis Teodrico

En realidad no existen controladores que actlen Unicamente con accién integral,
siempre actian en combinacion con reguladores de una accidn proporcional,
complementandose los dos tipos de reguladores, primero entra en accion el
regulador proporcional (instantaneamente) mientras que el integral actia durante
un intervalo de tiempo. (Ti= tiempo integral).

La Funcién de transferencia del bloque de control Pl responde a la ecuacion:

Y
G(s)=%=l(p*(1+r*s)
G(s) = % =K, +% Ecuacion 1.

Donde Kp y Ti son parametros que se pueden modificar segun las necesidades
del sistema. Si Ti es grande la pendiente de la rampa, correspondiente al efecto
integral serd pequefa y, su efecto sera atenuado, y viceversa.

Por lo tanto la respuesta de un regulador Pl sera la suma de las respuestas
debidas a un control proporcional P, que sera instantanea a deteccion de la sefal
de error, y con un cierto retardo entrard en accion el control integral I, que seré el
encargado de anular totalmente la sefial de error.

Ejercicio en Matlab — Simulink

Como ejercicio analizaremos un caso practico de controlador proporcional -
integrador, tal como se indica a continuacion. El analisis se realiza alrededor de un
suministro de agua. Este es practicamente el control del nivel de un depdsito con
un regulador integral.

La valvula de regulacion V esta en funcionamiento por un motor de c.c. (M) que
gira segun la tensién aplicada, en funcion de la posicibn de un contacto
deslizante que hace variar la tension aplicada al motor de c.c., lo que determina
apertura o cierre de la valvula V segun la variacion del flotador y durante el tiempo
gue exista la variacion.

Si descendiera el nivel debido a un incremento de consumo, el contacto que se
desliza sobre el redstato R, aumenta la tension que alimenta al motor lo que
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provoca una apertura de la valvula, que continuara mientras el nivel no alcance el
nivel prefijado y la tension de alimentacion del motor vuelva a anularse.

Tal como se muestra el sistema en la siguiente imagen.

R

o Contacto deslizante ¢

Asignando valores #1

Por lo que los datos proporcionados son los siguientes.
K, =170 T; =0.8
G(s) =s3+11s2+20s+5

Sustituyendo en la ecuacion 1.

Y(s) 70
G(S)=ﬁ=70+0.8*5=70+

87.5

Por lo que P=70 ; I =875

<+ Paso 1.

Para poder realizar este ejercicio seguimos los pasos del ejercicio anterior
(controlador proporcional), el cual consiste que en un documento nuevo
realicemos el siguiente diagrama.
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r

=~@ »| PiDi=) » — » ]

s+ 1

Controlador P Funcion Osciloscopio

Escalén

El Controlador por defecto viene configurado como controlador PID, por lo que
tenemos que cambiar este a un controlador proporcional integrador (PIl). Para
hacerlo solo se le da doble clip al controlador. Y nos apareceran 2 apartados, el de
“P” y el de “I” donde tendremos que ingresar los valores antes calculados.

Nota: Ya que el sumador en este caso sirve como comparador, el signo que va
hacia el osciloscopio debe ser negativo, por lo que de igual forma al sustituir los
valores del sistema queda como se muestra a continuacion.

4

1 ()
| '@ P > S+ 1124205+ 5 >

Escalon ‘ Controlador Pl Osciloscopio

Funcitn

+ Paso 2.

Como ultimo paso ejecutamos el programa dando clip en “Run” y seleccionamos el
Osciloscopio (Scope) para observar la grafica que se obtiene de nuestro sistema.

4. Osciloscopio — O x

File Teols View Simulation Help k]

G- O =-a-|E- F| A

!
\

IH |||||| |||||I| T i
H ‘H‘m |||||‘||| |||||||||||||||||||||||||||||I||“||||||||||||HI |||||||||”||
|| | i

HH 1Al |'| Uy

Ready Sample based Offset=0 T=125.000
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La cual seria la grafica del comportamiento de nuestro sistema de suministro de
agua con Controlador Proporcional — Integrador (P1).

Asignando valores #2
K, =120 T; =0.93
G(s) = s* + 20s3 + 17s% + 230s + 200

Sustituyendo en la ecuacion 1.

G(s) = V) =120+ 120 _ 120 + 129
YVTEG) 093 xs s
Por lo que P =120 ; I =129

+ Paso 1.

Para poder realizar este ejercicio seguimos los pasos del ejercicio anterior
(controlador proporcional), el cual consiste que en un documento nuevo
realicemos el siguiente diagrama.

r

I =~@ »| PIDIs) y — » (]

s+1

Controlador P Fumncion Osciloscopio

Escalon

El Controlador por defecto viene configurado como controlador PID, por lo que
tenemos que cambiar este a un controlador proporcional integrador (Pl). Para
hacerlo solo se le da doble clip al controlador. Y nos apareceran 2 apartados, el de
“P” y el de “I” donde tendremos que ingresar los valores antes calculados.

Nota: Ya que el sumador en este caso sirve como comparador, el signo que va
hacia el osciloscopio debe ser negativo, por lo que de igual forma al sustituir los
valores del sistema queda como se muestra a continuacion.

> ——> 1 )
Pi(s > >
I (<) s 4+ 208" 4 1752 4 2305 + 200
Escaldn Controlador Pl Osciloscopio
Funcion
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+ Paso 2.

Como ultimo paso ejecutamos el programa dando clip en “Run” y seleccionamos el
Osciloscopio (Scope) para observar la grafica que se obtiene de nuestro sistema.

4. Osciloscopio — O >

File Tools View Simulation Help N

R N O N = Q- F S

Ready Sample based |Offset=0 T=12.000

La cual seria la grafica del comportamiento de nuestro sistema de suministro de
agua con Controlador Proporcional — Integrador (P1).
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Controlador Proporcional — Integrador — Derivativo (PID)

Un controlador PID (controlador proporcional, integral y derivativo) es un
mecanismo de control simultdneo por realimentacion ampliamente usado en
sistemas de control industrial. Este calcula la desviacion o error entre un valor
medido y un valor deseado.

El algoritmo del control PID consta de tres parametros distintos: el proporcional, el
integral, y el derivativo. El valor proporcional depende del error actual, el integral
depende de los errores pasados y el derivativo es una prediccion de los errores
futuros. La suma de estas tres acciones es usada para ajustar el proceso por
medio de un elemento de control, como la posicion de una valvula de control o la
potencia suministrada a un calentador.

Histéricamente, se ha considerado que, cuando no se tiene conocimiento del
proceso, el controlador PID es el controlador mas adecuado. Ajustando estas tres
variables en el algoritmo de control del PID, el controlador puede proveer una
accion de control adaptada a los requerimientos del proceso en especifico. La
respuesta del controlador puede describirse en términos de respuesta del control
ante un error, el grado el cual el controlador sobrepasa el punto de ajuste, y el
grado de oscilacion del sistema. Notese que el uso del PID para control no
garantiza un control 6ptimo del sistema o la estabilidad del mismo.

Algunas aplicaciones pueden requerir inicamente uno o dos modos de los que
provee este sistema de control. Los controladores PID son particularmente
comunes, ya que la accion derivativa es muy sensible al ruido, y la ausencia del
proceso integral puede evitar que se alcance al valor deseado debido a la accion
de control.

r(t)
y(t)_

Planta /
> Proceso

alt) r P K.e(t) I<(—
-
+
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Analisis tedérico

Es un sistema de regulacion que trata de aprovechar las ventajas de cada uno
de los controladores de acciones béasicas, de manera, que si la sefial de error
varia lentamente en el tiempo, predomina la accion proporcional e integral vy,
mientras que si la sefal de error varia rdpidamente, predomina la accién
derivativa. Tiene la ventaja de ofrecer una respuesta muy rapida y una
compensacion de la sefial de error inmediata en el caso de perturbaciones.

Presenta el inconveniente de que este sistema es muy propenso a oscilar y los
ajustes de los parametros son mucho mas dificiles de realizar.

La salida del regulador viene dada por la siguiente ecuacion:

dE(t)
dt

1
Y(t)=Kp*E(t)+KP*F*fE(t)*dt+Kp*Td*
i

Aplicando la Transformada de Laplace

1 dE
LY@} = LKy« BO) + L{Ky + e [ B© v de} 41 {K,, T, dgw}
Sacando las constantes
1 dE

1
=~ Y(s) =Kp*E(S)+Kp*T

i *S

*E(s) + Ky * Ty xs x E(s)

Despejando E(s) como denominador, nuestra funcién de transferencia
del bloque de control PID sera:

Y 1
G(s)=%=Kp(1+T—*S+Td*s>

Desarrollando

G(s) Yes) K+K” + K, *T, Ecuacion 2
S)=——7= — * * S cuacion ..
E(s) PTT,xs P 7A
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Donde “Kp”, “Ti” y “Td” son parametros ajustables del sistema. Y “Kp”
corresponde al controlador proporcional, Kp/(Ti*s) corresponde al controlador
integral y Kp*Td*s corresponde al controlador derivador.

La respuesta temporal de un regulador PID seria la mostrada en la figura siguiente

e(t) A
xﬁampa unitaria
-t
yit) A - Accion del control PI1.D
“Accion del control PD.
..ﬂ.-.f-"""'f‘ “Accién del control P
= -t

Ejercicio en Matlab — Simulink

Como ejercicio analizaremos un caso practico de controlador proporcional —
integrador - derivador, tal como se indica a continuacién. Para poder entender este
tipo de controlador a continuacién se presenta un ejemplo con lo significaria cada
parametro del controlador en la practica.

Un sistema de control PID, seria la conduccién de un automovil.

Cuando el cerebro (controlador) da una orden de cambio de direccion o velocidad
a las manos y/o los pies (actuadores), si la maniobra corresponde con una
situacion normal de conduccion, el control predominante del sistema es el
proporcional (kp), que modificara la direccion hasta la deseada con mas o menos
precision. Una vez que la direccion esté proxima al valor deseado, entra en accion
el control integral (T;) que reducira el posible error debido al control proporcional,
hasta posicionar el volante en el punto preciso. Si la maniobra se efectla
lentamente, la accion del control diferencial no tendra apenas efecto. Si por el
contrario es preciso que la maniobra se realice rapidamente, entonces, el control
derivativo (T4) adquirird mayor importancia, aumentando la velocidad de respuesta
inicial del sistema, para a posteriori entrar en accion el control proporcional y
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finalmente el integral. Si fuese necesaria una respuesta muy rapida, entonces
practicamente solo intervendria el sistema de control derivativo, quedando casi
anulados los efectos de un control proporcional e integral, con ello se consigue
una gran inmediatez en la respuesta, aunque como se prima la velocidad de
respuesta es a costa de que se pierda precision en la maniobra.

Simbolos empleados para identificar los tres tipos de controles.

- > > > > >

Integrador Derivador Proporcional

Asignando valores #1
Siguiendo el ejemplo antes visto, tenemos los siguientes valores
K, =119 T, = 0.6 T; =0.3

G(s) =s3+10s>+10s + 8
Al sustituir en la ecuacion 2.

Y(s) K, .
Ky+-—+K,*xTy*s Ecuacion 2.

G(S)=m= P Tixs

Gls) = Y(s) B
(s) = G - 119 + +(119)(0.3) * s

(0.6) xs
Y(s 198.33
. G(s)=£=119+ +35.7 s
(s) s
Donde, por lo tanto
P =119 ; [ =198.33 ; D = 35.7
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+ Paso 1.

Para poder realizar este ejercicio seguimos los pasos del ejercicio antes visto

(controlador proporcional), el

realicemos el siguiente diagrama.

ul

e )

Y

1

Y

Escalan

g

Controdador P

PID(s)

»((J

§+1

Funcicn

Ceciloscopio

cual consiste que en un documento nuevo

El Controlador por defecto viene configurado como controlador PID, por lo que al
hacer doble clip apareceran 3 apartados, el de “P”, “I”, “D” donde tendremos que
ingresar los valores antes calculados.

Nota: Ya que el sumador en este caso sirve como comparador, el signo que va
hacia el osciloscopio debe ser negativo, por lo que de igual forma al sustituir los

valores del sistema queda como se muestra a continuacion.

I

Escalon

+ Paso 2.

PID(s)

1

Controlador PID

£+ 105 + 105 + 8

Funcion

>

Osciloscopio

Como ultimo paso ejecutamos el programa dando clip en “Run” y seleccionamos el
Osciloscopio (Scope) para observar la grafica que se obtiene de nuestro sistema.

4| Osciloscopio

File Tools View Simulation

@ ®

@ 5| & - || 4F| &

Teoria de Control y Robética

Help

Sample based T=10.000

Christian Jesus Cazarrubias Reyes



Asignando valores #2
Siguiendo el ejemplo antes visto, tenemos los siguientes valores
K, = 135 T, = 0.7 T; = 0.4

G(s) = s* +9s3 + 26s% + 24s

Al sustituir en la ecuacion 2.

Y(s) Ky '
+——+K,*Ty*s Ecuacion 2.

G(S)=W=Kp Ti*S

G(s) = Y(s) B
(S) = m =135+ + (135)(04) * S

(0.7) xs
Y(s 192.86
G(s)=£=135+ +54%s
(s)
Donde, por lo tanto
P =135 ; [ =192.86 ; D =54

+ Paso 1.

Para poder realizar este ejercicio seguimos los pasos del ejercicio antes visto
(controlador proporcional), el cual consiste que en un documento nuevo
realicemos el siguiente diagrama.

> ) »| PID(s) y — » [
'\EJ s+1
Escalon Controlador P Funicisn Creciloscopio
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El Controlador por defecto viene configurado como controlador PID, por lo que al
hacer doble clip apareceran 3 apartados, el de “P”, “I”, “D” donde tendremos que
ingresar los valores antes calculados.

Nota: Ya que el sumador en este caso sirve como comparador, el signo que va
hacia el osciloscopio debe ser negativo, por lo que de igual forma al sustituir los
valores del sistema queda como se muestra a continuacion.

! O
PID(s P P
] ” S+ 95 + 268 + 24s
Escaldn Contreladar PID —~ Osciloscopio
Funcion
+ Paso 2.

Como ultimo paso ejecutamos el programa dando clip en “Run” y seleccionamos el
Osciloscopio (Scope) para observar la grafica que se obtiene de nuestro sistema.

4. Osciloscopio — O X

File Teools View  Simulation Help ]

- <E® Ik = B S R S|

Ieady Sample based |Offset=0 T=15.000

Podemos observar que de los tres tipos de controlador mostrados, este
controlador (PID) es el mas estable, pues podemos observar menos oscilaciones
en comparacion con los otros tipos de controladores.
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Conclusion

Como conclusion de este tema podemos decir que de los tres tipos de
controladores presentes o mostrados, se observa lo siguiente.

% Controlador Proporcional

La parte proporcional consiste en el producto entre la sefal de error y la constante
proporcional para lograr que el error en estado estacionario se aproxime a cero,
pero en la mayoria de los casos, estos valores solo seran 6ptimos en una
determinada porcién del rango total de control, siendo distintos los valores 6ptimos
para cada porcion del rango. Sin embargo, existe también un valor limite en la
constante proporcional a partir del cual, en algunos casos, el sistema alcanza
valores superiores a los deseados. Este fendmeno se llama sobreoscilacion y, por
razones de seguridad, no debe sobrepasar el 30%, aunque es conveniente que la
parte proporcional ni siquiera produzca sobreoscilacion. Hay una relacion lineal
continua entre el valor de la variable controlada y la posicion del elemento final de
control (la valvula se mueve al mismo valor por unidad de desviacion). La parte
proporcional no considera el tiempo, por lo tanto, la mejor manera de solucionar
el error permanente y hacer que el sistema contenga alguna componente que
tenga en cuenta la variacién respecto al tiempo, es incluyendo y configurando las
acciones integral y derivativa.

% Controlador Integral

El modo de control Integral tiene como propdsito disminuir y eliminar el error en
estado estacionario, provocado por perturbaciones exteriores y los cuales no
pueden ser corregidos por el control proporcional. El control integral actia cuando
hay una desviacion entre la variable y el punto de consigna, integrando esta
desviacion en el tiempo y sumandola a la accidbn proporcional.
El error es integrado, lo cual tiene la funcidn de promediarlo o sumarlo por un
periodo determinado; luego es multiplicado por una constante Ki. Posteriormente,
la respuesta integral es adicionada al modo Proporcional para formar el control P +
| con el propdsito de obtener una respuesta estable del sistema sin error
estacionario.

El modo integral presenta un desfase en la respuesta de 90° que sumados a los
180° de la retro-alimentacion ( negativa ) acercan al proceso a tener un retraso de
270°, luego entonces solo sera necesario que el tiempo muerto contribuya con 90°
de retardo para provocar la oscilacion del proceso. La ganancia total del lazo de
control debe ser menor a 1, y asi inducir una atenuacion en la salida del
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controlador para conducir el proceso a estabilidad del mismo. Se caracteriza por
el tiempo de accion integral en minutos por repeticion. Es el tiempo en que delante
una sefial en escalon, el elemento final de control repite el mismo movimiento
correspondiente a la accion proporcional.

El control integral se utiliza para obviar el inconveniente del offset (desviacion
permanente de la variable con respecto al punto de consigna) de la banda
proporcional.

« Controlador Derivador

La accion derivativa se manifiesta cuando hay un cambio en el valor absoluto del
error; (si el error es constante, solamente actian los modos proporcional e
integral). La funcion de la accion derivativa es mantener el error al minimo
corrigiéndolo proporcionalmente con la misma velocidad que se produce; de esta
manera evita que el error se incremente.

El error es la desviacion existente entre el punto de medida y el valor consigna, o
"Set Point".

Se deriva con respecto al tiempo y se multiplica por una constante Kd y luego se
suma a las sefiales anteriores (P+l). Es importante adaptar la respuesta de control
a los cambios en el sistema ya que una mayor derivativa corresponde a un cambio
mas rapido y el controlador puede responder acordemente.

El control derivativo se caracteriza por el tiempo de accién derivada en minutos de
anticipo. La accion derivada es adecuada cuando hay retraso entre el movimiento
de la valvula de control y su repercusién a la variable controlada.

Cuando el tiempo de accion derivada es grande, hay inestabilidad en el proceso.
Cuando el tiempo de accién derivada es pequefio la variable oscila demasiado con
relacion al punto de consigna. Suele ser poco utilizada debido a la sensibilidad al
ruido que manifiesta y a las complicaciones que ello conlleva.

El tiempo Optimo de accion derivativa es el que retorna la variable al punto de
consigna con las minimas oscilaciones.
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14.Tema 10. Respuesta en Frecuencia. Diagrama de Bode.

En este tema analizaremos la respuesta en frecuencia y el diagrama de Bode de
un sistema. Para ello primero pondremos la definicion, asi como la teoria de cada
uno de ellos y después haremos diferentes ejercicios para la comprension de
estos. Como ejemplo también analizaremos un ejercicio propuesto del profesor y
lo comprobaremos en la aplicacion Matlab.

Respuesta en Frecuencia

Se denomina respuesta de frecuencia a la respuesta en estado estable de un
sistema sujeto a una sefal sinusoidal de amplitud fija pero a una frecuencia
variable en cierto rango.

En el andlisis de respuesta en frecuencia, la frecuencia de la sefial de entrada se
hace variar en un cierto rango, para estudiar el comportamiento y las caracteristicas
de la respuesta resultante.

En este capitulo se efectia una breve y somera discusion y exposicion de
elementos correspondientes al analisis de la respuesta en frecuencia de sistemas
de control lineales e invariantes en el tiempo. En particular se aborda el famoso
método grafico, minado trazado asintético de Bode; conocido vulgarmente como
diagrama de Bode.

Salida en estado estable para una entrada sinusoidal, considere un sistema lineal e
invariante con el tempo como el siguiente.

x(r) ,T(f)

—» G(s) —»

Figura 1. Sistema lineal e invariante con el tiempo

Y el término de respuesta transitoria

I —on 4

]
lim » ae” -0
i

Es decir, que cuando el tiempo tiende a infinito, el sistema alcanza un régimen
permanente sinusoidal (RPS) de la forma siguiente.

Vres (-"] =X )G (jo )ben (@1+¢(@ )

Por lo que de forma grafica se puede observar lo siguiente.
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Entrada Salida
x(7)= Xsen(or) (1) =Ysen(cx + ¢)

La cual es la respuesta en régimen sinusoidal permanente del sistema lineal e
invariante en el tiempo.

La salida en régimen senoidal permanente es un seno de la misma frecuencia que
el seno de entrada, modificada en amplitud (amplificada o atenuada) por | G(jw) |
y desfasada un angulo 2 G(jw).

Al término:
| G(jw) | = G(s)

Se le denomina transferencia arménica o respuesta en frecuencia del sistema.

Su conocimiento para todo w permite determinar la respuesta en régimen
permanente a entradas sinusoidales.

 G(jo) | Amplitud
2. G(jer) Fase

Los resultados se pueden extender al caso de tener polos complejos conjugados
y con multiplicidad (con la condicién de que sean estables Re{P;}<0.
A la respuesta en frecuencia G(jw) se la suele graficar en diagramas logaritmicos

de amplitud y fase que son los denominados Diagramas de Bode de Amplitud y
Fase. Sin embargo, hay otros trazados mas para el analisis de la respuesta en
frecuencia.

Representacién de las caracteristicas de la respuesta en frecuencia en
forma grafica.

La funcion de transferencia senoidal |G(jw)|, funcibn compleja de la frecuencia w,
queda caracterizada por una magnitud y un angulo: |[G(jw)] v ¢ G (jw),
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respectivamente: donde la frecuencia w es un parametro. Por lo general los
ingenieros de control emplean tres formas de representacion grafica de las
funciones de transferencia sinusoidales:

% Trazado de Bode o Trazado logaritmico.
% Trazado de Nyquist o Trazado polar.

% Trazado de magnitud logaritmica versus fase

Una de las ventajas que ofrece el estudio de la respuesta en frecuencia de un
sistema es que mediante pruebas sencillas se puede determinar de forma
experimental su funcion de transferencia utilizando generadores de onda y
equipos de medicién de uso frecuente en los laboratorios.

Diagrama de Bode

Un diagrama de Bode es una representacion grafica que sirve para caracterizar la
respuesta en frecuencia de un sistema. Normalmente consta de dos gréaficas
separadas, una que corresponde con la magnitud de dicha funcion y otra que
corresponde con la fase. Recibe su nombre del cientifico estadounidense que lo
desarrolld, Hendrik Wade Bode.

Es una herramienta muy utilizada en el andlisis de circuitos en electrénica, siendo
fundamental para el disefio y andlisis de filtros y amplificadores.

El diagrama de magnitud de Bode dibuja el mdédulo de la funcién de transferencia
(ganancia) en decibelios en funcién de la frecuencia (o la frecuencia angular) en
escala logaritmica. Se suele emplear en procesado de sefal para mostrar
la respuesta en frecuencia de un sistema lineal e invariante en el tiempo.

El diagrama de fase de Bode representa la fase de la funcion de transferencia en
funcidén de la frecuencia (o frecuencia angular) en escala logaritmica. Se puede
dar en grados o en radianes. Permite evaluar el desplazamiento en fase de una
seflal a la salida del sistema respecto a la entrada para una frecuencia
determinada. Por ejemplo, tenemos una sefial Asin(wt) a la entrada del sistema y
asumimos que el sistema atenta por un factor x y desplaza en fase —®. En este
caso, la salida del sistema sera (A/x) sin(wt — ®). Generalmente, este desfase es
funcion de la frecuencia (®= O(f)); esta dependencia es lo que nos muestra el
Bode. En sistemas eléctricos esta fase debera estar acotada entre -90° y 90°.

La respuesta en amplitud y en fase de los diagramas de Bode no pueden por lo
general cambiarse de forma independiente: cambiar la ganancia implica cambiar
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también desfase y viceversa. En sistemas de fase minima (aquellos que tanto su
sistema inverso como ellos mismos son causales y estables) se puede obtener
uno a partir del otro mediante la transformada de Hilbert.

Si la funcién de transferencia es una funcién racional, entonces el diagrama de
Bode se puede aproximar con segmentos rectilineos. Estas representaciones
asintoticas son Utiles porque se pueden dibujar a mano siguiendo una serie de
sencillas reglas (y en algunos casos se pueden predecir incluso sin dibujar la
gréfica).

Esta aproximacion se puede hacer mas precisa corrigiendo el valor de las
frecuencias de corte (“diagrama de Bode corregido”).

Diagrama de Bode

Diagrama de magnitud

-20
-30

Diagrama de fase
o

Frecuencia angular

Los diagramas de Bode son de amplia aplicacién en la Ingenieria de Control, pues
permiten representar la magnitud y la fase de la funcion de transferencia de un
sistema, sea éste eléctrico, mecanico,... Su uso se justifica en la simplicidad con
que permiten, atendiendo a la forma del diagrama, sintonizar diferentes
controladores (mediante el empleo de redes de adelanto o retraso, y los conceptos
de margen de fase y margen de ganancia, estrechamente ligados éstos ultimos a
los llamados diagramas de Nyquist), y porque permiten, en un reducido espacio,
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representar un amplio espectro de frecuencias. En la teoria de control, ni la fase ni
el argumento estan acotadas salvo por caracteristicas propias del sistema. En este
sentido, s6lo cabe esperar, si el sistema es de orden 2 tipo 0, por ejemplo, que la
fase esté acotada entre 0°y -180°.

Asi pues, datos importantes a obtener tras la realizacion del diagrama de Bode
para en analisis de la estabilidad de dicho sistema son los siguientes:

% Margen de fase: Es el angulo que le falta a -180° para llegar a la fase
cuando la ganancia es de 0dB. Si la ganancia es siempre inferior a 0dB, el
margen de fase es infinito.

% Margen de ganancia: Es el valor por el que habria que multiplicar (en
decimal), o sumar (en dB) a la ganancia para llegar a 0dB cuando la fase
es de -180°.

El sistema representado sera estable si el margen de ganancia y el margen de
fase son positivos.

Ejercicio 1.
Se tiene un sistema de la siguiente forma
S(S+2)
H(s) = ———
) ==573

+ Paso 1.

Como primer paso para poder realizar el andlisis, se necesita obtener polos y
ceros con la forma S/N+1, donde N es un valor numeérico. Por lo que para obtener
esta forma, basta con que despejemos el 2 en el numerador y el 4 en el
denominador, por lo que nuestro nuevo sistema queda de la siguiente forma.

2 2

4(5+1) - G+1)

2*s(§+1)_0.5*5(§+1)

H(s) = Sistema 1.

+ Paso 2.

Esta forma ahora se le convierte en una representacion logaritmica, esto al
multiplicar todo por 20 logaritmo, como se muestra a continuacion.
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20log *H(s) =

2

2010g( 0.5 * S (5 +1))

20 log(% +1)

Aplicando propiedades de logaritmos

20log *H(s) = 2010g 0.5 + 20logs + 2010g(

+ Paso 3.

Antes de empezar en el diagrama de Bode tenemos que visualizar las reglas que
tenemos que seguir para realizar los trazos, para los trazos es necesario realizar
dos gréficas, una correspondiente a la atenuacion/amplificacion, y la otra grafica

2

correspondiente al desfase que sufre la sefial.

Estas reglas las podemos ver en la siguiente tabla, observando que se tienen 2

S
~+1

S
)—2010g<1+1>

columnas una para las reglas de amplitud y la otra para las reglas de fase.

Término 20log| T(jmw)| LT(jw)
20loglK, 0" (0 180"s1 Ky<0)
Constante
Ky
\ 7
Cero 20
5 0
—+1
@,
) 1 (em, 0.1, i 10 e,
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Polo o
1
—45°
& ; |
—+1 00
), ; é ;
(i 1 Oy 0.1 () 100 ey
90"
Cero en origen
5
Polo en origen
1
— —90°
5
1 10
Cero doble
s
4
@, |
() 10 e 0.1y 106
Polo doble 0°
1
5 L 90°
Ay ;
—+1 180¢
), |
¢ 10) e 0.1y 10 e
Polos complejos 0°
1 |
= -90°
s 28
- + = S + ]. _180”-
@, @, | ;
R 10 e, 01y, @, 10m,
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Caso especial: polos
en eje 1maginario o
1
Y ) | o
R | 180
@, ), 10, oy

e Para (< 0.707, la frecuencia resonante estd en
W, =01
y la ganancia maxima es

M_. = T(Jwi,)‘: ;—

+ Paso 4.

Siguiendo las reglas antes mencionadas, ahora podemos realizar los célculos para
los trazos en el diagrama de Bode. Para ello y para una mayor facilidad, iremos
haciendo los calculos de término en término.

Diagrama de Bode — Magnitud. Columna 20 log | Ti (jw)
+ Termino 0.5 (Recta amarilla)

El primer valor que aparece en el numerador del sistema (Sistema 1.) es el 0.5,
este valor se trata de una constante (termino 1 — Kp), por lo que tenemos que
aplicar 20* logaritmo.

201og(0.5) = —
Y siguiendo la regla del término 1, a este valor solo correspondera una linea recta.

+ Termino S (Recta azul)

El segundo valor corresponde a un cero en origen (termino 4), pues solo tenemos
a “S”, por lo que tenemos

S=0
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Para este caso la regla nos dice que la recta empezara en “- 20Db” y sera una
pendiente que ira ascendiendo en términos de 20Db por década. Donde el primer
valor de la década serd 0 (w,), lo que significa que en la siguiente década de la
escala logaritmica, en 10wl, la linea habrd subido 20 decibles, esta pendiente
subira hasta el infinito.

+ Termino (S/2 +1) (Recta verde)

Este valor corresponde a un Cero (termino 2), pues S/N = S/2, por lo que tenemos

(l)1=2

Nota: es necesario recordar que los valores de omega van avanzando en décadas
y los Db van avanzando de 20 en 20. Tal como se observa en el dibujo del termino
2. Solo que en este caso el valor inicial de la pendiente no sera en década “0” sino
en 2, pues es el valor de omega y ahi, ahora si de década en década.

+ Termino (S/4+1) (Recta gris)

Este valor corresponde a un Polo (termino 3), pues cumple con la forma
especificada, por lo que tenemos

(1)1:4'

Siguiendo las reglas se trata de una pendiente que va en descenso, esta
pendiente partira de w,; que en este caso tiene un valor de 4 e ira descendiendo
por décadas y en valores de 20 Db.

Diagrama de Bode — Fase. Columna <T; (jw)
+ Termino 0.5 (Recta amarilla)

El primer valor que aparece en el numerador del sistema (Sistema 1.) es el 0.5,
este valor se trata de una constante (termino 1 — Kp), por lo que siguiendo la regla,
correspondera a una linea recta en 0°.

0.5=0°

Teoria de Control y Robética Christian Jesus Cazarrubias Reyes
151



+ Termino S (Recta azul)

El segundo valor corresponde a un cero en origen (termino 4), pues solo tenemos
a “S”, por lo que tenemos

S$=0

Para este caso la regla dice que correspondera solamente a una linea recta en
90°.

+ Termino (S/2+1) (Recta verde)

Este valor corresponde a un Cero (termino 2), pues S/N = S/2, por lo que tenemos

(1)1:2

Nota: es necesario recordar que los valores de omega van avanzando en décadas
a razon de 45°/Década. Tal como se observa en el dibujo del termino 2. Solo que
en este caso el valor inicial de la pendiente no sera en década “0” sino en 2, pues
es el valor de omega y de ahi, ahora si de década en década. Solo que para este
caso la recta solo tendra que pasar por dos décadas a parte del valor inicial, es
decir pasara en 2, 20 y 200 ascendiendo 45° en cada década.

+ Termino (S/4+1) (Recta gris)

Este valor corresponde a un Polo (termino 3), pues cumple con la forma
especificada, por lo que tenemos

(1)124'

Siguiendo las reglas se trata de una pendiente que va en descenso, esta
pendiente partira de w,; que en este caso tiene un valor de 4 e ira descendiendo
por décadas a razon de -45°/Década. Solo que para este caso la recta solo tendra
que pasar por dos décadas a parte del valor inicial, es decir pasara en 4, 40 y 400
descendiendo 45° en cada década.

Todos estos valores y rectas antes explicadas se muestran a continuacion en el
sistema grafico (Diagrama de Bode), donde podemos analizar con exactitud el
posicionamiento de dichas rectas con ayuda de las reglas antes establecidas.

Teoria de Control y Robética Christian Jesus Cazarrubias Reyes
152



2 3 4567891

\

200 300...1000

[
2 3 4567891

20 30...100

2 3 4567891

....10

23
2 3 4567891

|

I DIAGRAMAS DE BODE (MAGNITUD Y FASE) I

2 3 4567891

F 2.1

dB

romedonefnancgansadransgursefnscafevandueanynseed

e o R wdenesndoncndocnns
L e e B demendecendeccadecnad

Eesataisitoicc i iiheicnlisatacocdinsatanaad

RGN SN LN T SRSy e K

e v dennadennndennnd smnedesnndeccndecandoccndacnn

' | ' ' ' . ' |
_loln.“vlln.“onlnsllun. o--.“lullsluol.-0'|ntn-l-.“ln- -
Al

'llot..lli.nllllbllll- ol-L.Onlls.‘lctbl..ltlllltl

e cccdencndecccdecnadeanccncna devsndeccedecnandacnad

l-llotllllt.llll. P l-ll;ll-lL-llllLl.IOt.l-llA
' ' '

2 3 4567891

[] ] 1 .l.llt...llh.llll.llll.nlln.lllls.llolh-..ll.-.l'.lt.l-lll
" n " : : u ' 1 ' ' ' '
) 0 M ' ' ' ' ' '
4 4 1 ' ' ' ' ' '
e (abaontoi Rriupri] o A e c v dacccdaccncdecvadonanci nana denesdaccsadoccadaca
gy rpugnaipop fripamgo (ogeegope (rgmer rossdescndansnadennadrensguens fenesdnccnduccndace

e M -—--

.

e I L R
e e ccqecccqecccdeccadecccice - reccagueecccqeccagee= =

e cccdecccdacna

3 3 e cccdecccdacccdeccadicnccacaa deccnduecccdeccadasce=d
R LT Dy
' 1
e e cdecccd e
' 1
e
' 1
' 1

D D e

- e e v s dcccadanaad
' '

||||| - SRR PR PR

pe w m s d e mmd -
' 1

- wmmmed .- -
1
1

nnnnnnnnn R R PRt

! '

n ' '
'

! ' '

Seeade s e o e R
i

R

2 3 4567891

R R
- -
-

-

l...‘-t.llll - -
' '

s et e

S T
1
..... T
. ‘
|

EERET EEERE

Wodaobhidddibosnmbdoobababmbin

. '
' '

B et T

2 3 4567891

0 '
' '
' '
' '
ol e [t

—_—
a -

e = - -

L I

e - -y - - -

e ccsdocccdevccclleacaR dicccducna ewcndovncscdeccadacaad

T DRI g cmmmd -

2 3 4567891

'
'
i i I i i i i i g i
' 1 ' ' ' ' ' ' ' '
) 1 1] 1] L] L} 1 1] L 1
e e e e e = . . P P . P Py
1 i ' g g d i ' g g
' | ' ' ' ' ' ' ' '
| 1 ' ' . ' 1 . ' '
' 1 ' ' ' ' ' ' ' '
' ' ' ' . ‘ ' I T -
et R Dngtnd i pip feipeidapy Jedprtis ) pdpegiies fndunpats Depatleiiame 3222322233215

e descwmdonswdanncdecnnndacnad Bevnecdancnndeen =y
e e c e .- e - - - B e
e doermmwdmmrmdenmrdmmmmd - - drmmmd -

' ' ' descsadecas cfeendacce deceedeccadacnn
e T -"o.o...au.o."n-oti.onnc.“o.-n.. . . , . . -
R S R SO 2 N R el ey o v o rdoe wad s dee s dee il o D o wat o il e el e el - e

' U ' ' . ' ' ' ' ' ' . ' '

B e e e e L et i e e AR LT Byt el L e A o e cccdeenedecssadoecocndsnnde aswe dewsedonssdecscndeee =

L ) 1 ' . ' .
' ' 1 ' . ' '

e e kL . e

' il
' il
e

2 3 4567891

- | |

|

1

40
30
20
10

0
-10
-20
-30
-40
-50
-60
225°
180¢
135¢
90¢
45¢%

09
-45¢
-90°

Christian Jesus Cazarrubias Reyes

153

Teoria de Control y Robética



+ Paso 5.

Ya habiendo explicado lo que significan cada uno de los trazos, es necesario
decir, que este no es el resultado final, ya que el resultado final se definira
sumando todos y cada uno de los puntos que se involucran en el Diagrama de
Bode (Magnitud y Fase), estos puntos de suma los colocaremos en el momento en
gue una linea nazca o desaparezca.

El resultado estara escrito con la pendiente de color negro, como ya se menciono
esta se formard con la suma de los puntos de inicio y con las sumas de las
pendientes, cada que inicia 0 termina una pendiente, nosotros realizamos una
suma en dB o en angulos, segun sea la tabla a realizar.

+ Diagrama de Bode — Magnitud.

Ya que originalmente tenemos una linea amarilla que inicia en -6 dB y una linea
azul que inicia en -20 dB. Si sumamos esos dos puntos.

—20Db + (—6 Db) = —26 Db
Por lo que el punto de partida sera en -26 dB.

Ya que definimos el punto de partida, vamos a ir sumando las pendientes en dB/D.
Se observa que la Unica pendiente presente en ese momento es la azul, por lo que
iniciamos la pendiente negra con un ascenso de 20 dB/D, esto ya que en ese
momento sumamos la pendiente de la pendiente azul.

0Db+20Db =20Db

Sin embargo este crecimiento solo se da hasta el punto en que nace la pendiente
verde, en ese momento, podemos ver que la pendiente verde va a razén de 20
dB/D, por lo que en ese punto existen dos ascensiones a razon de 20 dB/D,
sumando ambas nos da la razon a la que crece la pendiente negra, la cual es:

20 Db + 20 Db = 40 Db

Esta ascension de la pendiente negra a razén de 40 dB/D llega hasta el punto en
donde nace la pendiente gris, vemos que la linea gris decrece a razon de -20
dB/D, por lo que hacemos la suma de estos dos puntos

40 Db + (=20 Db) = 20 Db
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Por lo que la pendiente negra en este momento vuelve a ascender a razon de 20

dB/D, continuando este comportamiento hasta el infinito.

A continuacién se muestra el grafico donde se sefiala cada uno de los puntos en

donde cambia la pendiente, con un punto rosa, sefialando también la operacién
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+ Diagrama de Bode - Fase.

Para este resultado de igual forma necesitamos definir el punto de inicio de la

grafica, para este caso tenemos una linea azul que esta en 90° y una linea
amarilla que se encuentra a 0°, por lo que se realiza la suma de estos puntos

90° + 0° = 90°

El cual es el punto donde inicia la pendiente negra.
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Como no hay pendiente en ese punto, la recta continuara con una razén de 0°
hasta el punto donde nace la pendiente verde. La pendiente verde crece a razon
de 45°/D, por lo que las sumamos

45° + 0° = 45°

Estos 45° seran ahora la razén de crecimiento de la pendiente negra. Esta razén
de 45°/D continla hasta donde nace la pendiente gris. En este punto se tienen dos
pendientes una de 45° (negra) y otra de -45° (gris) por lo que las sumamos

45° + (—45°) = 0°

En este momento, se puede ver la linea negra sigue hacia adelante pero con una
razén de crecimiento de 0°, Es decir es una recta.

La pendiente negra sigue asi hasta llegar al punto donde la pendiente verde
detiene su ascension. En este momento tenemos una suma

0° — 45° = —45°

Que es la razén a la que cambia la pendiente negra, desciende a 45°/D, hasta
llegar al punto donde la linea gris detiene su crecimiento. En este punto se suman
todos los valores de los cambios de las lineas verde y gris, en este caso tenemos
90° de la pendiente verde, y -90° de la pendiente gris, por lo que realizando la
suma de esos cambios tenemos que

90° — 90° = 0°

Que como podemos ver es la ultima relacion de cambio de la pendiente negra. Al
ya no haber mas cambios mas adelante, esta linea permanece a 0° hasta el
infinito.

A continuacién se muestra el grafico de lo antes explicado donde se sefialé cada

uno de los puntos en donde cambia la pendiente, con un punto rosa, sefialando
también la operacion realizada en cada punto.
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=45°

0° +45°

Los cuales serian nuestros resultados (pendientes de color negro) de los

diferentes diagramas de Bode.

A continuacién se comprobaran dichos diagramas con ayuda del programa Matlab.

Comprobacion del ejercicio en Matlab

Ya que se cuenta con el procedimiento teérico, analizaremos el sistema antes

visto en la aplicacion de Matlab.

Existen muchos métodos para poder calcular el Diagrama de Bode, a continuacion

veremos alguno de ellos.

+ Paso 1.

la ventana de “Command Window”

En un nuevo documento de Matlab en

escribimos nuestro sistema, el cual es el siguiente.

S(S+2)
S+4

H(s)
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Este sistema lo escribiremos con el comando “func=tf()” donde entro del paréntesis
escribiremos el numerador y denominador de la funcion, estos escritos entre
corchetes y separados por una coma. Por lo que quedaria de la siguiente forma.

Func=tf([1 2 0),[1 4])

Y al dar “enter” nos saldra nuestra funcion, por lo que en Matlab se observa de la
siguiente forma.

Command Window

> Func=tf£([1 2 0], [1 4])

Continuous-time transfer function.

Fe o=
x

+ Paso 2.

Utilizaremos el comando “bode” para obtener nuestro diagrama, para ello se tiene
gue seguir la sintaxis siguiente:

“bode(Func,(Frecuencia_deseada))

Por lo que en Matlab queda de la siguiente forma

Command Window

»» Func=tf([1 2 0],[1 4]}

Continuous-time transfer function.

f& >> bode (Func, (0.1,1000))]

Cabe sefal que en la frecuencia deseada se tiene que escribir el valor minimo y el
valor maximo de la frecuencia deseada separada con una coma, tal como se
muestra.
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+ Paso 3.

Simplemente se le da “enter” y el sistema nos arrojard ambos diagramas de Bode,
el de magnitud y el de fase.

Bode Diagram

o
p
L or System: func
= Frequency (rad/s): 1.05 [
S oF Magnitude (dB): 4.79
o] B
=

10

20~

30 | |

110 F T T T T T T T 7 T --_____. \____-- T T T T T

f,.-'/'- System: func
/,/’ Frequency (rad/s): 2.83
105 [~ /,/' Phase (deg): 109
e
pd g

Phase (deg)
T
AN
4

Frequency (rad/s)

Y podemos observar que es muy similar al que se hizo tedricamente.

Ejercicios en Matlab
Ejercicio 1.

También podemos utilizar otro método el cual se muestra a continuacion, con el
siguiente sistema.

3s24+5s+9
s3+4s2+7s+ 16

H(s) =

En Matlab escribimos lo siguiente. Cabe recordar que tenemos que mantener el
programa sin previos calculos, por lo que limpiamos el programa con los
comandos antes escritos.

Y también escribimos el comando de Bode para obtener nuestros diagramas de
Magnitud y de Fase.
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Command Window

»>>» close all

»» clear all

>> nmam=[3 5 9]:

== den=[1 4 7 1&]:

>>» func=tf ({[num], [den])

func =
3 =272 + 5 =2+ 89
53 + 4 =22 + T =5 + 1l&

Continuous—time transfer function.

»» bode (func, [0.1,1000])
F o=

Al ejecutar este sistema obtenemos el siguiente grafico.

|4 Figure 1 - O X
File Edit View Insert Tools Desktop Window Help *
NEde 2|08 | & E
Bode Diagram
0 T
~——
— “"""--h_H
[an] -
2 o0t T
7] ~—
——
s T
£ —
401 —
= T
-60
45
8 0—
— _‘“_“--_____q___
2 —
© ——
= 45T T —
o H-—hh_____
—____HEH
-90 . -
107" 10% 10! 102 10

Frequency (rad/s)

Ejercicio 2.

Tenemos el siguiente sistema.
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25>+ 65+ 8
253 +4s%2 4+ 6s + 20

H(s) =

En Matlab escribimos lo siguiente. Cabe recordar que tenemos que mantener el
programa sin previos calculos, por lo que limpiamos el programa con los
comandos antes escritos.

Y también escribimos el comando de Bode para obtener nuestros diagramas de
Magnitud y de Fase.

Command Window

»» close all

»» clear all

= num=[2 & 8]:

>> den=[2 4 & 20]:

»>» Tunc=tf ([num], [den])

func =
2 =23 + 4 =272 + 68 2 + 20
Continuous-time transfer function.

Jfx >> bode (func, [0.1,100])

Al ejecutar este sistema obtenemos el siguiente grafico.

4] Figure 1 -
File Edit View Insert Tools Desktop Window Help

DEds | M|ARANVPEA- (2| 0EH D

Bode Diagram

System: fu
0 . // Fvyegqire“ncyn(:adis)' 2 —
Magnitude (dB): 6.53
g _ =
% 10 —
En 20 T — _
=
30 — —
40 L 1
-90 T —————— -
System: func
Ve S
= -180 / i
& /
)
o 270 // _
=————— ——a I 1 ,
107 10° 10’ 102
Frequency (rad/s)
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15. Tema 11. Estabilidad de un Sistema de Control.

Antes de poder definir la estabilidad de un sistema es necesario recordar qué es
un sistema de control dentro del area de la Teoria de control.

Dentro de la ingenieria de sistemas, teoria de control, etc. Un sistema de control
es un conjunto de dispositivos encargados de administrar, ordenar, dirigir o regular
el comportamiento de otro sistema, con el fin de reducir las probabilidades de fallo
y obtener los resultados deseados.

Existen dos clases comunes de sistemas de control: sistemas de lazo abierto y
sistemas de lazo cerrado. En los sistemas de control de lazo abierto la salida no
interviene en la accion de control; mientras que en los de lazo cerrado si se va a
requerir conocer la salida para ejercer el control del sistema. Este uUltimo es
llamado también: sistema de control con retroalimentacion.

Por lo general, se usan sistemas de control en procesos de produccion industriales
para controlar equipos, maquinas, motores, etc.

Como obijetivos generales los sistemas de control deben conseguir lo siguiente:

%+ Ser estables y robustos frente a perturbaciones y errores en los modelos.

% Ser eficiente segun un criterio preestablecido evitando comportamientos
bruscos e irreales.

Para obtener mas informacion de este tema, se puede consultar el Manual Parte II
y Il

Estabilidad de un Sistema

En el disefio de cualquier sistema de control de un proceso dinamico, la
estabilidad es uno de los principales parametros a tener en cuenta, ya que en el
caso de entrar en inestabilidad se puede producir el deterioro y destruccion del
proceso de control.

Se puede decir que un sistema o proceso es estable si, ante una sefial de entrada
limitada en amplitud, el sistema responde con una sefal de salida también limitada
en amplitud. Sin embargo esta es una definicion de lo que se denomina
“estabilidad absoluta”, es decir, si el sistema es estable o no. No obstante, en
muchas ocasiones es necesario conocer también el grado de estabilidad del
sistema, lo que se conoce como “estabilidad relativa”.
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Para sistemas lineales tiempo invariantes, la estabilidad esta directamente ligada
con la posicion de las raices del denominador de la funcion de transferencia de
lazo cerrado (los polos del sistema). Para comprobar esta ultima afirmacién basta
calcular la transformada inversa de una funcion de transferencia genérica tal como
la siguiente.

K~]i[(s+zi)

= R) n
sN -]_[(s+c5k)-1_[(s2 +2-a, ‘S+an)
k=1 m=1

Si se aplica al sistema una sefal de entrada tipo impuso unidad, R(s)= 4§(t), la
respuesta del sistema es idéntica a la transformada inversa de su funcion de
transferencia y en esta se observa plenamente las caracteristicas dinamicas y
estaticas del sistema. De esta forma, la transformada de la expresién anterior
(considerando N=0 y para entrada impulso unidad) queda de la forma:

Q R
y(t) = ZAk e Okt 4 EBm e Om " sen(wpy, t+0,,)
k=1

m=1

Los coeficientes de Ax y Bk dependen de los valores de K, oy, a,,, w,, y z;. Como
se puede observar en la expresion anterior, los valores de la parte real de las
raices del denominador actian como exponentes en las exponenciales
dependientes del tiempo. De esta forma, si la parte real de las raices del
denominador son negativas se obtienen exponenciales decrecientes con el
tiempo, mientras que si la parte real de las raices son positivas se obtienen
términos que crecen exponencialmente con el tiempo.

Entonces, es condicion para que el sistema sea estable que todas las raices del
denominador de la funcién de transferencia del sistema, o lo que es lo mismo los
polos o las raices de la ecuacion caracteristica, tengan parte real negativa. En el
momento que una dnica raiz no cumpla esta condicion, el sistema seré inestable.

En otras palabras, la estabilidad esta directamente ligada a los valores de los
polos dentro de la ecuacion que representa la funcién de transferencia de un
sistema. El plano cartesiano “s” mostrado a continuacién, muestra precisamente
las regiones en las cuales un sistema es estable o inestable, es decir, si uno de los
polos del sistema se posiciona en la parte derecha de la grafica, o en tiempo
positivo, el sistema sera inestable. Todos los polos deben de centrarse en el lado

izquierdo del plano cartesiano para que el sistema sea estable.

Teoria de Control y Robética Christian Jesus Cazarrubias Reyes
163



.] Plano s

Regir}n REgiL:JFI
estable inestable

Region Region
estable inestable

— j.

Para poder comprender mejor esta parte, se muestran los siguientes ejemplos.

Ejemplo 1.
Se muestra la siguiente funcion de transferencia.

(s+3)
s+1D(s+2)(s+4)

G(S) =

Para poder graficar los polos del sistema solo despejamos “s” de cada polo al
igualarlo a O.

s+1=0 -» s=-1

s+2=0 - s=-2

s+4=0 > s=-4

Observamos que todos los valores se encuentran del lado izquierdo del plano por
lo que indicaria que el sistema es estable, como se ve en la imagen siguiente.

A’
(s+4) (s+2) (s+1)
| X | Hé * | | | | |
-R‘ | | | | | | | ’R
v,
Fig. 4. Sistema con polos de lado izquierdo de la gréafica.
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Ejemplo 2.
Sin embargo, si graficamos los polos de la siguiente funcién de Transferencia.

s+3
s+ D(+2)(s+4)(s—5)

G(S) =

Obtenemos el valor de cada una de las “s” de los polos al igualar a cero.
s+1=0 - s=-1
s+2=0 - s=-2
s+4=0 - s=-4
s—5=0 - s=5

Al graficar los valores, observamos lo siguiente:

Ai

(s+4) (s+2) (s+1) (s-5)

A
7
7
A 4

A 4

i

Observamos que el polo S =5, se encuentra del lado derecho del plano, por lo que
este polo genera la inestabilidad del sistema, como se ve en la imagen. Basta con
un solo polo en tal region para que el sistema sea inestable.

Ejemplo 3.

En un sistema, también podemos agregar una variable, la cual llamaremos “K”,
gue en un principio no tendra ningan valor, pero que al involucrarla en el sistema'y
posteriormente en la funcidén de transferencia, nos da la oportunidad de asignarle
un valor para la modificacion del polo, para que este al final sea positivo y al
despejarlo sea negativo, de tal forma que al graficarlo se encuentre del lado
izquierdo del plano, para que el sistema sea estable.
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Se tiene un sistema como el siguiente.

(s) (s)
x(s K y.:

S+a

Bajo este esquema, si un sistema es inestable, podemos modificar el valor de K
para convertir a ese sistema en un sistema estable. Por ejemplo, tenemos el
sistema siguiente.

() =737%

Para este sistema podemos ver que el valor de K determinard el comportamiento
del mismo, K puede adquirir los valores desde 0 hasta «, evaluando algunos
valores para K observamos lo siguiente.

hmmt—olx
LOHnwlm

Podemos ver que bajo este caso, el sistema se vuelve estable para K24, y para
K<4 el sistema es inestable.

Existe un caso particular que es interesante considerar. Este aparece cuando
alguna de las raices no presenta parte real ni positiva ni negativa, es decir, que es
cero. Esto ocurre cuando el sistema presenta polos en el origen o polos complejos
conjugados con parte real nula. En este caso, el sistema es marginalmente
estable, ya que ante una entrada limitada en amplitud, la respuesta no crece
indefinidamente, pero presenta caracteristicas especiales, tales como la existencia
de respuesta aun cuando se ha eliminado la entrada.

Como una pequeiia conclusion, podemos definir los puntos siguientes de los
casos en los que aplica un sistema estable.
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< Un sistema lineal e invariante en el tiempo es estable si su respuesta
natural tiende a cero cuando el tiempo tiende a infinito.

< Un sistema lineal e invariante en el tiempo es inestable si su respuesta
natural crece ilimitadamente cuando el tiempo tiende a infinito.

< Un sistema lineal e invariante en el tiempo es criticamente estable si su
respuesta natural no decae ni crece y tiende a permanecer constante

cuando el tiempo tiende a infinito.

Habiendo ya definido el tema de estabilidad, surge ahora la cuestibn de como
poder calcular la estabilidad de un sistema, si en lugar de polos (denominador de
la funcion de transferencia) organizados y simplificados, tenemos un polinomio
gue no esta simplificado o no se puede simplificar, podemos utilizar alguno de los
meétodos siguientes para saber si se trata de un sistema estable o inestable: el
Método de Routh — Hurwitz o el Método del Lugar Geométrico de las Raices
(LGR).

Como primer método analizaremos el Teorema de Routh — Hurwitz, el cual
mediante una serie de pasos algebraicos nos dira mediante un cambio de signo, si
el sistema es estable o no.
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16.Tema 12. Estabilidad de un Sistema. Método de Routh — Hurwitz.

El teorema de Routh—Hurwitz sirve para analizar la estabilidad de los sistemas
dinamicos.

Existes muchas formas de conocer la estabilidad de un sistema en el programa
Matlab. Trataremos de hablar de al menos 2 métodos, en los cuales explicaremos
paso a paso en que consiste dicho método.

+ Primer Método

Basicamente, el teorema proporciona un criterio capaz de determinar en cual
semiplano (izquierdo o derecho) del plano complejo estan localizadas las raices
del denominador de la funcion de transferencia de un sistema; y en consecuencia,
conocer si dicho sistema es estable o no. Si tras aplicar el criterio nos da como
resultado que todos los polos estan en el semiplano izquierdo, el sistema es
estable, y si hay un minimo de un polo en el semiplano derecho, el sistema es
inestable.

El criterio se refiere a la funcion de transferencia en lazo cerrado del sistema. Para
aplicar el criterio a un sistema descrito por su funcién de transferencia en lazo
abierto, hay que incluir la realimentacion realizando:

G(s)

o) = 1360

Para poder realizar este método tenemos que tomar en consideracion y seguir los
siguientes pasos

+ Paso 1.

Se debe observar que se tenga un polinomio caracteristico de la forma siguiente:

ays" +a,s"" +o4a,_s+a, =0
Formula 1.

Es necesario recordar que este polinomio caracteristico solo corresponde al de los
polos, es decir el denominador de la funcion de transferencia.

Por otra partes es necesario aclarar que todos los coeficientes de dicho polinomio
deben ser positivos y diferentes de cero, por lo que si alguno de los coeficientes es
cero o negativo, ante la presencia de al menos un coeficiente positivo, se trata de
una raiz, o raices imaginarias que tienen partes reales positivas. En tal caso, el
sistema no es estable. La condicion necesaria, pero no suficiente

Teoria de Control y Robética Christian Jesus Cazarrubias Reyes
168


https://es.wikipedia.org/wiki/Sistemas_din%C3%A1micos
https://es.wikipedia.org/wiki/Sistemas_din%C3%A1micos
https://es.wikipedia.org/wiki/Plano_complejo
https://es.wikipedia.org/wiki/Polo

para la estabilidad, es que todos los coeficientes de la ecuacidon que estén
presentes tengan signo positivo.

+ Paso 2.
Ya que se verifico el polinomio caracteristico, se ordenan los coeficientes del
polinomio en renglones y columnas de acuerdo con el patrén o arreglo siguiente:

" ay a, ay ag
$"T 4, a4y as @,
2 b b b, b,

n=3
g €, Cs 0y C

Tabla 1

Si se observa con detenimiento la fila s" tiene todos los coeficientes de las
posiciones pares del polinomio, mientras que la fila s"* tiene todos los coeficientes
de las posiciones impares del polinomio. Por lo que estas dos filas estarian
completas.

+ Paso 3.
Para calcular los siguientes términos, es decir los términos de la fila s"?, s"3, s"*,
etc. utilizamos la siguientes formulas.

Q,d, —dydy ba,—ab, Tabla 2.
b. = 1 L ! = I:"- = ! = | S
' a, ' b,
a., —d o ba. —ab b —hbooa
h,=—04 %% L JO% T g 26 2
- a, - b, : c,
a,a, — d,d; ba,—apb, c.b, —b.c,
.F): = 1 07 g =—L . E!r: = 13 |
a, b, ¢,

Estas evaluaciones se llevan a cabo hasta que ya no se tienen valores numericos
en las columnas mas que cero. Y el ultimo elemento calculado (b, c,, d, segun
sea el caso) siempre debe resultar para la posicién de la fila s* y siempre debe ser
solo un valor (es decir, solo para una columna), de tal manera que queda s° sin
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ningun valor, por lo que para esta fila solo colocamos el valor del termino
independiente.

Ya que se tiene la tabla completa con todos los datos. El criterio de estabilidad de
Routh- Hurwitz plantea que el nimero de raices de la ecuacion con partes reales
positivas es igual al nimero de cambios de signo de los coeficientes de la primera
columna del arreglo.

La condicion necesaria y suficiente para que todas las raices de la ecuacion se
encuentren en el semiplano izquierdo del plano “s” es que todos los coeficientes
de la ecuacién sean positivos y que todos los términos de la primera columna del
arreglo tengan signo positivo.

Para poder entender mejor este teorema, realizaremos algunos ejercicios.

Ejercicio 1
Se tiene el siguiente sistema

4

G(s) =
() s*+ 253+ 552 +4s+2

Por lo que nuestro polinomio caracteristico es:

s* 4+ 253 + 552 +4s5+2

Ya que observamos que todos los coeficientes son positivos, procedemos a
realizar los pasos antes explicados.

+ Paso 1.

Como primer paso nombramos a cada coeficiente con la variable “a”, esto lo
haremos tal como se observa en la Formula 1. Para poder hacerlo, empezamos
con el coeficiente de mayor exponente, el cual sera: ag, posteriormente el
coeficiente del exponente menor que sigue, el cual sera a;, y asi sucesivamente
hasta llegar al valor independiente, al cual correspondera a “a,” donde “n” es el
namero del exponente mayor. Si se cumple esto, quiere decir que esta bien, tal
como se muestra a continuacién como ocurre en este ejercicio.

a0=1 B a1=2 B a2=5 ; a3=4‘ ; a4=2
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+ Paso 2.

Como segundo paso procedemos a realizar la tabla donde registraremos estos
valores antes definidos, y para posteriormente escribir los que se van a ir
calculando. Para esto nos guiamos con el ejemplo de la Tabla 1.

Es necesario aclarar que el numero de filas de la tabla correspondera al numero
de exponentes, donde estos iran de mayor a menor de arriba hacia abajo, sin
olvidar el valor independiente esta implicitamente expresado por “s”. Es por ello
que la tabla quedaria de la siguiente forma.

Exponentes Coeficientes
s’ 1 5 2
s 2 4 0
s? by b, bs
st Cc1 C2 C3
s? Valor independiente
+ Paso 3.

Como tercer y ultimo paso, calculamos las variables que hacen falta en la tabla,
esto con ayuda de las formulas de la Tabla 2.

«» Calculamos by

a, *d; —dap *as

b, =
1 a1
(2)(5) — (1))
b1 = =3
(2)
+ Calculamos b,
a A, — Ap * A
b2 — 1 4 0 5
a;
2)(2) — (1D)(0
sy o DD-DO _,
(2)
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Nota: Son los dos unicos valores que podemos calcular de “b”, ya que para
calcular bs se necesita “ag” y “a;”, los cuales no cuentan con valor, por lo que:

« Calculamos c;

_byxaz—a;* by
1 = b,
(3)(4) — (2)(2)

S0 = (3) = 2667

Nota: Es el Unico valor que podemos calcular de “c”, ya que para calcular c, se
necesita “as”’ y “bs”, los cuales no cuentan con valor, por lo que:

S CZ == 0

En otras palabras, en el caso de todos los valores que no se pueden calcular, la
tabla se completa con “0”.

Y para completar el valor de la fila de “s® utilizamos el valor independiente, en
este caso 2. Por lo que la tabla quedaria de la forma siguiente.

Exponentes Coeficientes
s? 1 5 2
s® 2 4 0
S° 3 2 0
st 2.667 0 0
s? 2 0 0

De acuerdo a la definicibn, observamos que en la primera columna de los
coeficientes no hay variacion de signos, por lo que se concluye que se trata de un
sistema o funcion de transferencia Estable.
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Ejercicio 2
Se tiene el siguiente sistema

2
s*+5s3+2s2+s+4

G(s) = 3

Por lo que nuestro polinomio caracteristico es:

3s* 4+ 5534252 +s5+4

Ya que observamos que todos los coeficientes son positivos, procedemos a
realizar los pasos antes explicados.

+ Paso 1.

Nombramos a cada coeficiente con la variable “a”, esto lo haremos tal como se
observa en la Formula 1. Para poder hacerlo, empezamos con el coeficiente de
mayor exponente, el cual sera: ap, posteriormente el coeficiente del exponente
menor que sigue, el cual sera aj;, y asi sucesivamente hasta llegar al valor
independiente, al cual correspondera a “a,” donde “n” es el numero del exponente
mayor. Si se cumple esto, quiere decir que esta bien, tal como se muestra a
continuacién como ocurre en este ejercicio.

+ Paso 2.

Como segundo paso procedemos a realizar la tabla donde registraremos estos
valores antes definidos, y para posteriormente escribir los que se van a ir
calculando. Para esto nos guiamos con el ejemplo de la Tabla 1.

Es necesario aclarar que el numero de filas de la tabla correspondera al numero
de exponentes, donde estos iran de mayor a menor de arriba hacia abajo, sin
olvidar el valor independiente esta implicitamente expresado por “s”. Es por ello
gue la tabla quedaria de la siguiente forma.
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Exponentes Coeficientes
st 3 2 4
S° 5 1 0
s? by b> bs
st C1 C2 C3
s? Valor independiente
+ Paso 3.

Como tercer y ultimo paso, calculamos las variables que hacen falta en la tabla,
esto con ayuda de las formulas de la Tabla 2.

«» Calculamos by

a; *a, —ap * as

b, = >
(@ -03)Q)
“by = S = 1.4
++ Calculamos b,
b, _1%04,— A0 *3as
a,
(3@ -0)0)
thET

Nota: Son los dos unicos valores que podemos calcular de “b”, ya que para
calcular b se necesita “ag” y “a;”, los cuales no cuentan con valor, por lo que:

++ Calculamos c;
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_aHm - G®@ _

o ) —13.286

Nota: Es el Unico valor que podemos calcular de “c”, ya que para calcular c, se
necesita “as” y “bs”, los cuales no cuentan con valor, por lo que:

S CZ = 0

En otras palabras, en el caso de todos los valores que no se pueden calcular, la
tabla se completa con “0”.

Y para completar el valor de la fila de “s® utilizamos el valor independiente, en
este caso 4. Por lo que la tabla quedaria de la forma siguiente.

Exponentes Coeficientes
s* 3 2 4
s® 5 1 0
S? 1.4 4 0
st -13.286 0 0
s° 4 0 0

De acuerdo a la definicibn, observamos que en la primera columna de los
coeficientes hay variaciéon de signos, por lo que se concluye que se trata de un
sistema o funcion de transferencia Inestable.

Ejercicio 3
Se tiene el siguiente sistema

1

G(s) =
(5) 255 +3s%*+ 553 +4s2 +s+ 2

Por lo que nuestro polinomio caracteristico es:
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25° +3s* 4+ 553 +4s2+s+2

Ya que observamos que todos los coeficientes son positivos, procedemos a
realizar los pasos antes explicados.

+ Paso 1.

Nombramos a cada coeficiente con la variable “a@”, esto lo haremos tal como se
observa en la Formula 1. Para poder hacerlo, empezamos con el coeficiente de
mayor exponente, el cual sera: ao, posteriormente el coeficiente del exponente
menor que sigue, el cual serd a;, y asi sucesivamente hasta llegar al valor
independiente, al cual correspondera a “a,” donde “n” es el numero del exponente
mayor. Si se cumple esto, quiere decir que esta bien, tal como se muestra a
continuacién como ocurre en este ejercicio.

a=2 ; a1=3 ; a;=5; az3=4; a,=1; as=2

+ Paso 2.

Como segundo paso procedemos a realizar la tabla donde registraremos estos
valores antes definidos, y para posteriormente escribir los que se van a ir
calculando. Para esto nos guiamos con el ejemplo de la Tabla 1.

Es necesario aclarar que el nimero de filas de la tabla correspondera al nimero
de exponentes, donde estos iran de mayor a menor de arriba hacia abajo, sin
olvidar el valor independiente esta implicitamente expresado por “s”. Es por ello
que la tabla quedaria de la siguiente forma.

Exponentes Coeficientes
S° 2 5 1
s’ 3 4 2
s® bs b, bs
s? C1 Co Cs
st dy dz ds
s? Valor independiente
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+ Paso 3.

Como tercer y ultimo paso, calculamos las variables que hacen falta en la tabla,
esto con ayuda de las formulas de la Tabla 2.

+» Calculamos by

a; *a, —ag * as

b, = >
3G -@@
~ by = @ =2.33
+»+ Calculamos b,
b, :al*a4—a0*a5
a;
b, = W -@@ _ 0333

(3)

Nota: Son los dos unicos valores que podemos calcular de “b”, ya que para
calcular bs se necesita “ag” y “a;”, los cuales no cuentan con valor, por lo que:

«» Calculamos c;

_byxaz—a; * by

€, = b
(2.33)(4) — (3)(—0.333)
. Cp = = 4.4288
“ (2.33)
+» Calculamos c;
_byxas—a; *bs
Cy, = bl
(2.33)(2) — (3)(0)
. C2 - - 2
(2.33)
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Nota: Son los dos unicos valor que podemos calcular de “c”, ya que para calcular
C3 se necesita “a;” y “b,”, los cuales no cuentan con valor, por lo que:

S C3 = 0

+» Calculamos d;

€1 * by — by * ¢y
d1:

C1

(4.4288)(—0.333) — (2.33)(2) _
(4.4288) = —1.385

Nota: Es el unico valor que podemos calcular de “d”, ya que para calcular d, se
necesita “bs” y “c3”, los cuales no cuentan con valor, por lo que:

o dz = O

En otras palabras, en el caso de todos los valores que no se pueden calcular, la
tabla se completa con “0”.

Y para completar el valor de la fila de “s% utilizamos el valor independiente, en
este caso 2. Por lo que la tabla quedaria de la forma siguiente.

Exponentes Coeficientes
S° 2 5 1
s? 3 4 2
s® 2.33 -0.333 0
S° 4.4288 2 0
st -1.385 0 0
s? 2 0 0

De acuerdo a la definicibn, observamos que en la primera columna de los
coeficientes hay variacion de signos, por lo que se concluye que se trata de un
sistema o funcion de transferencia Inestable.
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Existen muchos programas en los cuales podemos conocer la estabilidad de un
sistema. Sin embargo como lo dice el titulo del Manual, en este caso hablaremos
del software Matlab.

Comprobacién de los ejercicios del Primer Método con Matlab.

Para la comprobacion de los ejercicios anteriores de estabilidad, nuestro profesor
de la materia de Teoria de Control y Robdética disefié un programa en Matlab, en el
cual tiene como objetivo mostrar solo la tabla de resultados del Teorema de Routh
— Hurwitz. Esto gracias a que se le indic6 a Matlab que solo nos pidiera los
coeficientes del polinomio, es decir la fila “s™ y la fila “s"™” para después él
ejecutar las operaciones necesarias y llenar dicha tabla.

Ejercicio 1.
Se tiene el siguiente sistema

4
s*+2s34+5s2+4s5+2

G(s) =

Por lo que nuestro polinomio caracteristico es:

s* 4253 4+5524+4s5+2

+ Paso 1.

Ya estando en Matlab, hay una opcion en el programa que nos dice “abrir archivo”
seleccionamos esta opcion y abrimos el archivo que fue enviado por el profesor.

Esperamos a que Matlab lo cargue, y observamos que nos aparece una pantalla
como la siguiente.

Nota: Es necesario hacer la mencion que el programa ya viene disefiado, por lo
gue solo nos pedira los valores de los coeficientes del polinomio caracteristico. Y
como fue mencionado en el Manual Parte I, estos deben ser ingresados entre
corchetes y Unicamente el valor del coeficiente, estos separados mediante un
espacio y escritos del exponente mayor al menor, agregando un “0” en caso de
gue no se cuente con el valor de alguno de los exponentes.
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eoria de Contre botica\EjerciciodeEstabilidad.m W
[ SistemalerOrdenslim | EjerciciodeEstabilidad.m |+ | N
1 %% Rounth-Hurwitz stability criterion gl |z
2 % E
3 H Routh ot
4 % sufficient) method to establ E
5 % single—output (5I5C), linear time ins E
[ % More generally, given a pol E
7 % coefficients of that polynomial can 1 E
g % is not stable. E
9 H
10 % E
11 o
12 %
13 %
14 %
1l %
1é %
17 %
13
15 %% Initialization
20 — clear ; close all; clc
21
22
23 % Taking coeff ents vector d
24 — coeffVector = input ('input vector of ni.e an an-1 an-2 ald] =
25 = ceofflength = length(coeffVector):
26 — rhTableColumn = round (ceofflength/2):
27
28 % Inmitialize Routh- Witz table with empty zero
A= rhTakle = zeros (ceofflength, rhTableColumn) ;
30
31 % Compute first row of the takle
32 - rhTable (1,:) = coeffVector(l,1l:2:cecfflength);
33

L 34 % Check if length of coefficients wector is even or odd W

+ Paso 2.

En el apartado de “Editor” seleccionamos “Run” y esperamos que Matlab ejecute
el archivo, (en algunos casos nos pedira que lo volvamos a guardar), y en la
ventana de “Command Window” nos pedira de ingresemos los coeficientes de
nuestro polinomio, en este caso:

[12542]

Tal como se observa en la siguiente imagen.

EDITOR =
< Insert =1 fx s ~ D L@ [=] Run Section é?

- C £ 9 o
2 Go To omment % g i Breakpoints Run Run and 5 Advance Run and

_{ Find = Indent ®F | = = Advance Time
MNAVIGATE EDIT BEREAKPOINTS RUN

stian Jesus Cazarrubias Reyes » Teoria de Control y Robotica

® |z Editor - C:\Christian Jesus Cazarrubias Reyes\Teoria de Control y Robotica\EjerciciodeEstabilidad.m

input wector of your system coefficients:
f{ i.e. [an an-1 an-2 ... a0] = [1 2 5 4 2]
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+ Paso 3.

En este paso solo ejecutamos de nuevo y observamos que nos muestra la tabla
completa del método de Routh — Hurwitz, como se muestra a continuacion.

Command Window

input wvector of your system coefficients:
i.e. [an an-1 an-2 ... a0] = [1 2 5 4 2]

Eouth-Hurwitz Table:

rhTakle =
1.0000 5.0000 2.0000
2.0000 4.0000 a0
3.0000 2.0000 0
2.6667 4] 0
2.0000 ] ]

~~~~~ > it i=s a stabkble system! <~mmo~

Humber of right hand side poles = 0
J% Do you want roots of system be shown? Y/H

Y observamos que es exactamente la tabla que obtuvimos al hacerla de manera
tedrica. Comprobando asi los resultados.

Ejercicio 2
Se tiene el siguiente sistema

2
3s*+5s34+2s2+s+4

G(s) =

Por lo que nuestro polinomio caracteristico es:
3s* + 553+ 252 +s5+4
+ Paso 1.

En el apartado de “Editor” seleccionamos “Run” y esperamos que Matlab ejecute
el archivo, (en algunos casos nos pedira que lo volvamos a guardar), y en la
ventana de “Command Window” nos pedira de ingresemos los coeficientes de
nuestro polinomio, en este caso:
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[35214]
Tal como se observa en la siguiente imagen.

EDITOR -
< Insert (51 fx 5] ~ > @ [=] Run Section é))

- C t o ok
2 Go To omment % g id Breakpoints Run Run and 5 Advance Run and

(| Find « Indent ®E| % - - Advance Time
MNAVIGATE EDIT BREAKPOINTS RUN

stian Jesus Cazarrubias Reyes » Teoria de Control y Robotica

® |ﬁ Editor - C:\Christian Jesus Cazarrubias Reyes\Teoria de Control y Robotica\EjerciciodeEstabilidad.m

input vector of your system coefficients:

i.e. [an an-1 an-2 ... a0] = [3 5 2 1 4]

+ Paso 2.

En este paso solo ejecutamos de nuevo y observamos que nos muestra la tabla
completa del método de Routh — Hurwitz, como se muestra a continuacion.

Command Window

input wvector of wyour system coefficients:
i.e. [an an-1 an-2 ... a0] = [3 5 2 1 4]

Routh-Hurwitz Takle:

rhTable =
3.0000 2.0000 4.0000
5.0000 1.0000 0
1.4000 4.0000 0
-13.2857 L] lu]
4.0000 L] 0

~~~~~ > it is an unstakble system! <o

Humker of right hand side poles = 2
J% Do you want roots of system be shown? YIN|

Y observamos que es exactamente la tabla que obtuvimos al hacerla de manera
tedrica. Comprobando asi los resultados.

Ejercicio 3
Se tiene el siguiente sistema

1
s5+3s*+5s3+4s2+s5+2

G(s) = >

Por lo que nuestro polinomio caracteristico es:
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25° +3s* 4+ 553 +4s2+s+2
+ Paso 1.

En el apartado de “Editor” seleccionamos “Run” y esperamos que Matlab ejecute
el archivo, (en algunos casos nos pedira que lo volvamos a guardar), y en la
ventana de “Command Window” nos pedira de ingresemos los coeficientes de
nuestro polinomio, en este caso:

[235412]

Tal como se observa en la siguiente imagen.

APPS EDITOR PUBLISH VIEW % 0{
<« Insert =5 F " D L@ [&]Run Section (&?

- t o o
&l Go To omment % g %J Breakpoints Run Run and |5 Advance Run and

\_{ Find = Indent ®F [Fr = = Advance Time
MNAVIGATE EDIT BEREAKPOINTS RUN

stian Jesus Cazarrubias Reyes » Teoria de Control y Robotica

@ | [# Editor - C:\Christian Jesus Cazarrubias Reyes\Teoria de Control y Robotica\EjerciciodeEstabilidad.m

input wvector of your system coefficients:
ﬁ; i.e. [an an-1 an-2 ... al0] = [2 3 5 4 1 2]|

+ Paso 2.

En este paso solo ejecutamos de nuevo y observamos que nos muestra la tabla
completa del método de Routh — Hurwitz, como se muestra a continuacion.

Command Window

input wector of wyour system coefficients:
i.e. [an an-1 an-2 ... al0] = [2 3 5 4 1 2]

Bouth-Hurwitz Table:

rhTable =
2.0000 5.0000 1.0000
3.0000 4,0000 2.0000
2.3333 -0.3333 0
4.4286 2.0000 4]
-1.3871 Q 4]
2.0000 a o]

~~~~~ > it is an unstakle system! <~~mee

Humkber of right hand side poles = 2
f% Do you want roots of system be shown? YIN|

Y observamos que es exactamente la tabla que obtuvimos al hacerla de manera
tedrica. Comprobando asi los resultados.
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+ Segundo Método

Este método consiste practicamente en hacer a un Sistema estable.
Independientemente de los valores que tenga, si nosotros dejamos implicita una
variable o ganancia “K” para al final darle un valor, podemos hacer que el sistema
sea estable con esta variable, aun cuando con sus otros valores el sistema sea
inestable.

Este método se realiza con el mismo teorema de Routh — Hurwitz, no obstante,
ahora el valor independiente correspondera al valor de “K”.

Para entender un poco mejor este método, procedemos a realizar ejercicios donde
se explicara paso a paso la solucién para llegar a un sistema estable.

Ejercicio 1.
Para este ejercicio primero se propondra un sistema con un polinomio

caracteristico, donde sustituyamos el valor independiente por “K”.

K
s*+3s34+3s2+25s+K

G(s) =

Por lo que el polinomio caracteristico es el siguiente.
s*+3s3+3s2+2s+K
+ Paso 1.

Como primer paso nombramos a cada coeficiente con la variable “a”, esto lo
haremos tal como se observa en la Formula 1. Para poder hacerlo, empezamos
con el coeficiente de mayor exponente, el cual sera: ag, posteriormente el
coeficiente del exponente menor que sigue, el cual sera a;, y asi sucesivamente
hasta llegar al valor independiente, al cual correspondera a “a,” donde “n” es el
namero del exponente mayor. Si se cumple esto, quiere decir que esta bien, tal
COmMO Se muestra a continuacion como ocurre en este ejercicio.

a=1 ; a4=3 ; a,=3 ; az3=2 ; az=K

+ Paso 2.

Como segundo paso procedemos a realizar la tabla donde registraremos estos
valores antes definidos, y para posteriormente escribir los que se van a ir
calculando. Para esto nos guiamos con el ejemplo de la Tabla 1.
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Es necesario aclarar que el numero de filas de la tabla correspondera al numero
de exponentes, donde estos irdn de mayor a menor de arriba hacia abajo, sin
olvidar el valor independiente esta implicitamente expresado por “s”. Es por ello
que la tabla quedaria de la siguiente forma.

Exponentes Coeficientes
s 1 3 K
s° 3 2 0
S? by b, bs
st C1 Co Cs
s? Valor independiente
+ Paso 3.

Como tercer y ultimo paso, calculamos las variables que hacen falta en la tabla,
esto con ayuda de las formulas de la Tabla 2.

«» Calculamos by

a; *a, —ap * as

by = =
by = (3)(3)(;)(1)(2) _ 2333
< Calculamos b,
p, = O a4a—1a0 * ag
b, = (3)(1()(;)(1)(0) _x

Nota: Son los dos uUnicos valores que podemos calcular de “b”, ya que para
calcular bs se necesita “ag” y “a;”, los cuales no cuentan con valor, por lo que:

oo b3 - O
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+» Calculamos c;

b, xa; —aq * b,
C1:
b,

| (2333)(2 - BK)
“= (2.333)

=2 —1.286K

[{ PRl

Nota: Es el unico valor que podemos calcular de “c”, ya que para calcular c, se
necesita “as”’ y “bs”, los cuales no cuentan con valor, por lo que:

O C2 = 0

En otras palabras, en el caso de todos los valores que no se pueden calcular, la
tabla se completa con “0”.

Y para completar el valor de la fila de “s% utilizamos el valor independiente, en
este caso “K”. Por lo que la tabla quedaria de la forma siguiente.

Exponentes Coeficientes
s? 1 3 K
s® 3 2 0
s° 2.333 K 0
st 2 — 1.286K 0 0
s° K 0 0

Ya que tenemos la tabla del teorema completada, observamos que 2 de las filas
de la primera columna de coeficientes, cuenta con la variable “K”.

Recordemos que para que nuestro sistema sea estable, no debe haber variacion
de signos en la primera columna de los coeficientes, en otras palabras, ya que
todos son positivos, estos deben ser mayores a “0”. Por lo que asignamos las
desigualdades.

2—1.286K >0 y K>0
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Resolviendo la primer desigualdad
2—1.286K >0
—1.286K > -2
Al multiplicar todo por (-1)
1.286K < 2

< 2
1.286

~ K < 1.555

K

Tomando en cuenta la segunda desigualdad, tenemos que

1.555>K >0

Por lo tanto, podemos concluir que toda la primera columna de los coeficientes
sera positiva con un numero mayor a “0” y menor a “1.555”. Por lo que entre este
rango se concluye que el sistema sera Estable.

Ejercicio 2.

Para este ejercicio primero se propondra un sistema con un polinomio
caracteristico, donde sustituyamos el valor independiente por “K”.

K

G(s) =
(5) s*+2s34+3s24+55+K

Por lo que el polinomio caracteristico es el siguiente.
s*+2s3+3s2+55+K
+ Paso 1.

Como primer paso nombramos a cada coeficiente con la variable “a”, esto lo
haremos tal como se observa en la Formula 1. Para poder hacerlo, empezamos
con el coeficiente de mayor exponente, el cual sera: ag, posteriormente el
coeficiente del exponente menor que sigue, el cual sera a;, y asi sucesivamente
hasta llegar al valor independiente, al cual correspondera a “a,” donde “n” es el
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namero del exponente mayor. Si se cumple esto, quiere decir que esta bien, tal
COMO se muestra a continuacion como ocurre en este ejercicio.

a0=1 ) a1=2 ; a2=3 ; a3=5 ) a4=K

+ Paso 2.

Como segundo paso procedemos a realizar la tabla donde registraremos estos
valores antes definidos, y para posteriormente escribir los que se van a ir
calculando. Para esto nos guiamos con el ejemplo de la Tabla 1.

Es necesario aclarar que el numero de filas de la tabla correspondera al numero
de exponentes, donde estos iran de mayor a menor de arriba hacia abajo, sin
olvidar el valor independiente esta implicitamente expresado por “s”. Es por ello
que la tabla quedaria de la siguiente forma.

Exponentes Coeficientes
s 1 3 K
s° 2 5 0
S? by b, bs
st C1 Co Cs
s? Valor independiente
+ Paso 3.

Como tercer y ultimo paso, calculamos las variables que hacen falta en la tabla,
esto con ayuda de las formulas de la Tabla 2.
% Calculamos b;

a; *d, —ag * dg
b]_:

a,

_@2E)-WE) _
@

o by 0.5

+» Calculamos b,

Teoria de Control y Robética Christian Jesus Cazarrubias Reyes
188



a;, ¥4 — Aap * As
b2=

a;

@) - @)
= o ~

« b,

Nota: Son los dos Unicos valores que podemos calcular de “b”, ya que para
calcular bs se necesita “ag” y “a;”, los cuales no cuentan con valor, por lo que:

«» Calculamos c;

by * az — ay * b,
C1:
by

L (05)5) - @K)
AT (0.5) B

5—-4K

Nota: Es el unico valor que podemos calcular de “c”, ya que para calcular c;, se
necesita “as” y “bs”, los cuales no cuentan con valor, por lo que:

S Cy, = 0

En otras palabras, en el caso de todos los valores que no se pueden calcular, la
tabla se completa con “0”.

Y para completar el valor de la fila de “s% utilizamos el valor independiente, en
este caso “K”. Por lo que la tabla quedaria de la forma siguiente.

Exponentes Coeficientes
s? 1 3 K
s® 2 5 0
S? 0.5 K 0
st 5 - 4K 0 0
s? K 0 0
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Ya que tenemos la tabla del teorema completada, observamos que 2 de las filas
de la primera columna de coeficientes, cuenta con la variable “K”.

Recordemos que para que nuestro sistema sea estable, no debe haber variacion
de signos en la primera columna de los coeficientes, en otras palabras, ya que
todos son positivos, estos deben ser mayores a “0”. Por lo que asignamos las
desigualdades.

5—4K >0 y K>0

Resolviendo la primer desigualdad
5—-4K >0
—4K > -5

Al multiplicar todo por (-1)

Tomando en cuenta la segunda desigualdad, tenemos que

1.25>K >0

Por lo tanto, podemos concluir que toda la primera columna de los coeficientes
sera positiva con un numero mayor a “0” y menor a “1.25”. Por lo que entre este
rango se concluye que el sistema sera Estable.

Ejercicio 3.

Para este ejercicio primero se propondra un sistema con un polinomio
caracteristico, donde sustituyamos el valor independiente por ‘K.

K

G(s) =
) = e T2 T 125 7 K

Teoria de Control y Robética Christian Jesus Cazarrubias Reyes
190



Por lo que el polinomio caracteristico es el siguiente.
s*+6s3+11s2+12s+K
+ Paso 1.

Como primer paso nombramos a cada coeficiente con la variable “a”, esto lo
haremos tal como se observa en la Formula 1. Para poder hacerlo, empezamos
con el coeficiente de mayor exponente, el cual serd: ap, posteriormente el
coeficiente del exponente menor que sigue, el cual serd a;, y asi sucesivamente
hasta llegar al valor independiente, al cual correspondera a “a,” donde “n” es el
namero del exponente mayor. Si se cumple esto, quiere decir que esta bien, tal
como se muestra a continuacibn como ocurre en este ejercicio.

a0:1 ) a1:6 B a2:11 ; a3:12 ) a4:K

+ Paso 2.

Como segundo paso procedemos a realizar la tabla donde registraremos estos
valores antes definidos, y para posteriormente escribir los que se van a ir
calculando. Para esto nos guiamos con el ejemplo de la Tabla 1.

Es necesario aclarar que el numero de filas de la tabla correspondera al numero
de exponentes, donde estos iran de mayor a menor de arriba hacia abajo, sin
olvidar el valor independiente esta implicitamente expresado por “s”. Es por ello
que la tabla quedaria de la siguiente forma.

Exponentes Coeficientes
s* 1 11 K
S 6 12 0
s? by b, bs
st C1 Co C3
s? Valor independiente

+ Paso 3.

Como tercer y ultimo paso, calculamos las variables que hacen falta en la tabla,
esto con ayuda de las formulas de la Tabla 2.
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+» Calculamos by

a, *a; —dp *as

b, = =
- (6)(11)(;)(1)(12) Ly
% Calculamos b,
LA
b (6)(1()(;)(1)(0) i,

Nota: Son los dos unicos valores que podemos calcular de “b”, ya que para
calcular bs se necesita “ag” y “a;”, los cuales no cuentan con valor, por lo que:

«» Calculamos c;

_byxaz—a; * by
= b,
(9)(12) - (6)(K) 6

ey = =12 — -K
“a ©) 9

Nota: Es el unico valor que podemos calcular de “c”, ya que para calcular c, se
necesita “as”’ y “bs”, los cuales no cuentan con valor, por lo que:

oo CZ - 0

En otras palabras, en el caso de todos los valores que no se pueden calcular, la
tabla se completa con “0”.

Y para completar el valor de la fila de “s% utilizamos el valor independiente, en
este caso “K”. Por lo que la tabla quedaria de la forma siguiente.

Teoria de Control y Robética Christian Jesus Cazarrubias Reyes
192



Exponentes Coeficientes
s? 1 3 K
s® 2 5 0
s° 9 K 0
st 12 — 6/9 K 0 0
s° K 0 0

Ya que tenemos la tabla del teorema completada, observamos que 2 de las filas
de la primera columna de coeficientes, cuenta con la variable “K”.

Recordemos que para que nuestro sistema sea estable, no debe haber variacion
de signos en la primera columna de los coeficientes, en otras palabras, ya que
todos son positivos, estos deben ser mayores a “0”. Por lo que asignamos las
desigualdades.

12 — —K>0 y K>0

Resolviendo la primer desigualdad

12 6K>0
9

6K> 12
9

Al multiplicar todo por (-1)

- K <12

12 %9

~ K <18

Tomando en cuenta la segunda desigualdad, tenemos que

18>K>0
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Por lo tanto, podemos concluir que toda la primera columna de los coeficientes
sera positiva con un numero mayor a “0” y menor a “18”. Por lo que entre este

rango se concluye que el sistema sera Estable.

Ya que realizamos los ejercicios Teoricos de estabilidad para establecer un
intervalo dentro del sistema donde este se haga estable, procedemos a realizar la

comprobacién dentro de Matlab.

Comprobacién de los ejercicios del Segundo Método con Matlab

La comprobacion de estos ejercicios en Matlab es relativamente facil. Pues
utilizaremos un método grafico, para esto tenemos que recordar dos cosas muy

importantes de la estabilidad de un sistema.

1. Oscilaciones en el tiempo

La estabilidad en un sistemas nos muestra si va a comportarse de una forma
adecuada, o si por el contrario el sistema terminara realizando acciones fuera de

control o indebidas. Un sistema es estable si responde en forma limitada a una
excitacion limitada. Guidndonos en la definicibn antes vista, donde haciamos la
mencion de que la estabilidad de un sistema recae principalmente en el valor de

los polos, tenemos las siguientes situaciones:

X/
L X4

decaen, es decir,

Puede decirse que un sistema estable es aquel en que los transitorios
la respuesta transitoria desaparece para valores

crecientes del tiempo. La imagen muestra ejemplos de respuesta de un

sistema estable.

] ]
0 15 30 0 15
Time (seconds) Time (seconds)

Como es posible observar, las graficas presentan un comportamiento que tiende

hacia un estado estacionario, y tiende a la eliminacion de los transitorios.

30
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+ De manera contraria del punto anterior, un sistema es inestable cuando la
respuesta transitoria va incrementando para valores crecientes del tiempo.
La siguiente imagen muestra ejemplos de respuesta de un sistema

inestable.
0o 00
A '
A N .'I‘ \II\ ﬂ 1
A N A \ [l | ||
|| \I II |‘ I| |I | |I | |
T | ||.‘ ,"r|r||:r|||[I | .]
0 }I [ ItU UJI . l‘.é |1‘ f |I !. > -
0 151/ | 10
| . U |
Time (seconds) \’ “” :Ig ‘.In = ".u 15 30 .
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Como es posible observar, la inestabilidad implica un crecimiento hacia el infinito
conforme el tiempo tiende al infinito.

2. Grafico en Matlab

Como podemos observar en el punto anterior, también podemos conocer la
estabilidad de un sistema mediante la gréafica de dicho sistema, es por ello que en
Matlab utilizaremos el comando “Step”, donde comprobaremos el valor calculado
de “K” de los ejercicios anteriores, mediante su grafica.

Tomando en cuenta estos dos puntos anteriores, procedemos a la comprobacion
de los sistemas.

Ejercicio 1.
Tenemos el siguiente sistema

1

G(s) =
(5) s*+3s3+3s2+2s+K

Por lo que el polinomio caracteristico es el siguiente.
s*+3s3+3s2+2s+K

1.555>K >0
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+ Paso 1.
Abrimos Matlab y en un nuevo documento, escribimos lo siguiente:

< El valor de “K”, del numerador y del denominador. Para el caso de “K”
observamos en el primer ejercicio que debe tener un valor mayor a “0” y
menor a “1.555”, por lo que le asignamos un valor de 1. Y en el caso del
numerador, asignamos un valor unitario, ya que el valor que nos interesa es
el de K pero del denominador. Y en el denominador se omite el valor del
término independiente, ya que este estara involucrado en la funcién de lazo
cerrado. Por lo que quedaria de la siguiente forma.

K=1;
num = 1;

den =[13320]

% La funcion de transferencia G(s), la cual quedaria de la siguiente forma:

Gs = tf (num, den);

+ Para indicarle a Matlab que la variable “K” va dentro de la funcion de
transferencia, esta solo se multiplica:

Gsl = K = Gs;

+« Por ultimo tenemos que aplicar el comando de lazo cerrado de la funcion de
transferencia, el cual es:

Ts = feedback(Gs1,1)

De tal manera que nos quede de la siguiente forma:

Eé Editor - C:\Christian Jesus Cazarrubias Reyes\Matlab\|
EjercicioGananciakdeEstabilidad.m +

- E=1;

- num=1;

- den=[1 3 3 2 0]:

Gz=tf (num, den) ;

- G=l=KE*Gs:

- Te=feedback(Gsl, 1)

L I 1 B o R I
|
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+ Paso 2.

Guardamos el archivo con el nombre deseado y ejecutamos el programa con
“‘Run”. Una vez hecho esto Matlab nos debe mostrar la Funcién de transferencia
en la ventana de “Command Window”, como se muestra en la imagen, verificamos
gue sea la de nuestro sistema.

Command Window

>>» EjercicioGananciaEdeEstabilidad

"4 + 3 "3 + 3 572 +2 3+ 1

Continuous—-time transfer function.

o=
5

Y “K” (el valor independiente) sea el que designamos dentro del intervalo
establecido.

+ Paso 3.

Como ultimo paso le indicamos a Matlab que grafique el sistema con el comando
“Step”, para esto solo escribimos en Matlab lo siguiente:

step(Ts);

Tal como se observa en la imagen:

Ei Editor - C:\Christian Jesus Cazarrubias Reye

| EjercicicGananciakdeEstabilidad.m® |
- E=1:

- num=1;

- den=[1 3 3 2 0]1:

Gs=tf (num, den) ;

- Gsl=K*Gs;

- Te=feedback(G=l,1)

- step(Ts):

:ﬁcl:-q-uﬁmm.l:-r_amn—-|
|
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Y ejecutamos el programa con “Run”. Posteriormente Matlab nos arrojara la
gréfica del sistema, la cual en este caso fue:

4. Figure 1 — O >

File Edit View Insert Tools Desktop Window  Help &

Ucde | @ 0E | kE
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Observamos que efectivamente el sistema llega a un estado estable después de
un tiempo recorrido.

Sin embargo para concluir que efectivamente sea Unicamente dentro de este
intervalo el valor de “K” donde se haga estable el sistema, le indicaremos a Matlab
un valor de K=2, el cual ya esta fuera del intervalo establecido.

Ejecutamos otra vez el programa y observamos la gréfica.

Nota: no es necesario hacer otro programa, basta con solo modificar el valor de
“K” en este documento.
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4] Figure 1 — O ot
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Observamos que efectivamente el sistema llega a un estado inestable después de
un tiempo recorrido. Concluyendo asi satisfactoriamente que el intervalo definido
en el ejercicio tedrico esta bien.

Ejercicio 2.
Tenemos el siguiente sistema

1

G =
(5) s*+2s34+3s24+55+K

Por lo que el polinomio caracteristico es el siguiente.
s*+2s3+3s2+5s+K
1.25>K>0
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+ Paso 1.
Abrimos Matlab y en un nuevo documento, o podemos trabajar en el anterior.

++ Escribimos el valor de “K”, del numerador y del denominador. Para el caso
de “K” observamos en el segundo ejercicio que debe tener un valor mayor a
“0” y menor a “1.25”, por lo que le asignamos un valor de 1. Y en el caso del
numerador, asignamos un valor unitario, ya que el valor que nos interesa es
el de K pero del denominador. Y en el denominador se omite el valor del
término independiente, ya que este estara involucrado en la funcién de lazo
cerrado. Por lo que quedaria de la siguiente forma.

K=1;
num = 1;

den =[12350]

% La funcion de transferencia G(s), la cual quedaria de la siguiente forma:

Gs = tf (num, den);

+ Para indicarle a Matlab que la variable “K” va dentro de la funcion de
transferencia, esta solo se multiplica:

Gsl = K = Gs;

+« Por ultimo tenemos que aplicar el comando de lazo cerrado de la funcion de
transferencia, el cual es:

Ts = feedback(Gs1,1)
De tal manera que nos quede de la siguiente forma:

Ei Editor - C\Christian Jesus Cazarrubias Reyes\Matlab\Ejg

EjercicicGananciakdeEstabilidad.m* +
1-  R=l;
A= nuam=1;
3 — den=[1 2 3 5 0]:
4 — Gs=tf (num, den) ;
oS = Gel=K*Gs;
& — Ts=feedback(Gsl, 1)
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+ Paso 2.

Guardamos el archivo con el nombre deseado y ejecutamos el programa con
“‘Run”. Una vez hecho esto Matlab nos debe mostrar la Funcién de transferencia
en la ventana de “Command Window”, como se muestra en la imagen, verificamos
gue sea la de nuestro sistema.

Command Window

>» EjercicioGananciaEdeEstabilidad

Y “K” (el valor independiente) sea el que designamos dentro del intervalo
establecido.

+ Paso 3.

Como ultimo paso le indicamos a Matlab que grafique el sistema con el comando
“Step”, para esto solo escribimos en Matlab lo siguiente:

step(Ts);
Tal como se observa en la imagen:
Ei Editor - C\Christian Jesus Cazarrubias Reyes\Mat
EjercicioGananciakdebstabilidad.m® +
1= E=1;
2 - num=1;
3 - den=[1l 2 3 5 0];
4 = Gs=tf (num, den) ;
5 |= Gsl=K*Gs:
[ Ts=feedback(G=sl,1)
7 step(Ts):

Y ejecutamos el programa con “Run”. Posteriormente Matlab nos arrojara la
grafica del sistema, la cual en este caso fue:
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Observamos que efectivamente el sistema llega a un estado estable después de
un tiempo recorrido.

Sin embargo para concluir que efectivamente sea Unicamente dentro de este
intervalo el valor de “K” donde se haga estable el sistema, le indicaremos a Matlab
un valor de K=2, el cual ya esté fuera del intervalo establecido.

Ejecutamos otra vez el programa y observamos la gréfica.

4] Figure 1
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Observamos que efectivamente el sistema llega a un estado inestable después de
un tiempo recorrido. Concluyendo asi satisfactoriamente que el intervalo definido
en el ejercicio tedrico esta bien.

Ejercicio 3.
Tenemos el siguiente sistema

1

G(s) =
(5) s*+6s3+11s2+12s+K

Por lo que el polinomio caracteristico es el siguiente.
s*+6s3+11s2+12s+K

18>K>0

+ Paso 1.
Abrimos Matlab y en un nuevo documento, o podemos trabajar en el anterior.

¢ Escribimos el valor de “K”, del numerador y del denominador. Para el caso
de “K” observamos en el tercer ejercicio que debe tener un valor mayor a
“0” y menor a “18”, por lo que le asignamos un valor de 15. Y en el caso del
numerador, asignamos un valor igual de 1. Y en el denominador se omite el
valor del término independiente, ya que este estara involucrado en la
funcion de lazo cerrado. Por lo que quedaria de la siguiente forma.

K = 15;
num = 1;

den =[1611120]

% La funcion de transferencia G(s), la cual quedaria de la siguiente forma:

Gs = tf (num, den);

+ Para indicarle a Matlab que la variable “K” va dentro de la funcidon de
transferencia, esta solo se multiplica:
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Gsl = K = Gs;

% Por ultimo tenemos que aplicar el comando de lazo cerrado de la funcién de
transferencia, el cual es:

Ts = feedback(Gs1,1)

De tal manera que nos quede de la siguiente forma:

Ei Editor - C:\Christian Jesus Cazarrubias Reyes\Mat
EjercicicGananciakdeEstabilidad.m +
- H=15;
- num=1;

- den=[1 & 11 12 0]:
- Gs=tf (num, den) :

- Gsl=E*Gs=;

- Te=feedkback(G=1l,1)

(= T 3 SR =S S T % I ]

+ Paso 2.

Guardamos el archivo con el nombre deseado y ejecutamos el programa con
“‘Run”. Una vez hecho esto Matlab nos debe mostrar la Funcién de transferencia
en la ventana de “Command Window”, como se muestra en la imagen, verificamos
gue sea la de nuestro sistema.

Command Window

> EjercicioGananciaFdeEstabilidad

"4 + 6 ™3 + 11 8™2 + 12 = + 15

Continuous-time transfer function.

o=
3

Y “K” (el valor independiente) sea el que designamos dentro del intervalo
establecido.

+ Paso 3.

Como ultimo paso le indicamos a Matlab que grafique el sistema con el comando
“Step”, para esto solo escribimos en Matlab lo siguiente:
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step(Ts);

Tal como se observa en la imagen:

E; Editor - C:\Christian Jesus Cazarrubias Reyes'Ma
| EjercicicGananciakdeEstabilidad.m [+ |
1= KE=15;

2 - num=1;

3 - den=[1 & 11 12 0];
4 - Gs=tf (num, den) ;
== Gs1=KE*Gs;

- Te=feedback(G=s1l,1)

ztep (T=2):

[ I
|

Y ejecutamos el programa con “Run”. Posteriormente Matlab nos arrojara la
grafica del sistema, la cual en este caso fue:

ry Figure 1
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Observamos que efectivamente el sistema llega a un estado estable después de
un tiempo recorrido.

Sin embargo para concluir que efectivamente sea Unicamente dentro de este
intervalo el valor de “K” donde se haga estable el sistema, le indicaremos a Matlab
un valor de K=18, el cual ya esta fuera del intervalo establecido.
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Ejecutamos otra vez el programa y observamos la grafica.

4 Figure 1 — O >
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Observamos que efectivamente el sistema llega a un estado inestable después de
un tiempo recorrido. Concluyendo asi satisfactoriamente que el intervalo definido
en el ejercicio tedrico esta bien.

Conclusion

El teorema de Routh — Hurwitz hoy en dia es ampliamente utilizado por los
ingenieros para detectar la inestabilidad de un sistema, como lo observamos.
Pero no solo eso, este teorema también nos ayuda a detectar entre que intervalo
el sistema se vuelve estable, es por ello que es ampliamente usado.

No obstante existen otros métodos para detectar la estabilidad del sistema, como
lo es el método del Lugar Geométrico de la Raiz (LGR), el cual veremos a
continuacion.

Teoria de Control y Robética r 1 Christian Jesus Cazarrubias Reyes
206



17. Tema 13. Estabilidad de un Sistema. Método del Lugar Geométrico
de la Raiz (LGR).

El lugar geométrico de las raices es la representacion grafica del lugar
geométrico de los polos de una funcion de transferencia a medida que se varia un
parametro en un determinado intervalo. Tipicamente, este pardmetro corresponde
con la ganancia “K” de un control proporcional.

En el tema anterior (Estabilidad, método de Routh — Hurwitz) se demostro la
estrecha relacién que existe entre la respuesta transitoria de un sistema y la
ubicacién de las raices de su ecuacién caracteristica en el plano “s”. Asi mismo, la
variacion de los parametros fisicos de un sistema que logran una modificacion de
su ecuacion caracteristica, modifican las raices o polos de dicho sistema, de forma
tal que se puede obtener una respuesta particular o deseada. Es por ello que,

conocer la ubicacion de las raices en el plano “s” ante variaciones de un
pardmetro, puede representar una herramienta muy util de analisis y disefio.

Cuando se habla de sistemas de control es sumamente importante conocer la
ubicacion de las raices de la ecuacion caracteristica del lazo cerrado, lo cual
puede conocerse utilizando un método sistematico y sencillo que muestra el
movimiento de dichas raices cuando se modifica un parametro de la ecuacion.
Dicho método permite elaborar lo que se conoce como el lugar geométrico de las
raices (LGR), el cual nos es otra cosa que las soluciones de la ecuacion
caracteristica a lazo cerrado cuando se varia un parametro.

Para construir un LGR debemos de considerar las siguientes reglas:

«» El grafico o las raices deben ser siempre simétricas con respecto al eje real
“‘R”. Es decir, este eje debe funcionar como un eje de simetria para la recta

o trazo que se forme en la gréafica en el eje “I” positivo y negativo.

+«+ Todos los polos (P) tienden a un cero (Z), es decir, siempre un polo va a
buscar apuntar hacia un cero, ya sea que apunten a un cero finito o a uno
en el infinito, graficamente un polo esta representado por una cruz, y un
cero por un circulo.

s Siempre se debe de cumplir la condicion de que #Z<#P, es decir siempre
deben de existir mas o igual numero de polos que de ceros. Si esta

condicion no se cumple, no se puede realizar el LGR.
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% Una de las condiciones mas importantes es que nunca se deben de cruzar
las asintotas, se pueden encontrar, pero nunca puede pasar una sobre otra.
Esta caracteristica provoca que el cero hacia el que apunta un polo no sea
definido.

+ Polos de lazo abierto. Los polos de la funcion de transferencia a lazo
abierto pertenecen al lugar de raices y corresponden a K=0.

% Ceros de lazo abierto. Los ceros de la funcion de transferencia a lazo

abierto pertenecen al lugar de raices y corresponden a K=«. Si hay mas

polos que ceros, entonces habra el nimero de polos menos el numero de

ceros en el infinito. Por cada cero en el infinito, el lugar de las raices tendra
una asintota.

Todas estas reglas las podemos comprobar en la siguiente imagen del grafico de
la representacion de un LGR de un sistema.

Root Locus & 5=

4
4 T T T T

Imaginary Axis (SECDndSq )
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[=] a2l = 'm I_-l
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Observamos que efectivamente las rectas y las curvas son simétricas con
respecto al eje real “R”. También observamos que todos los polos toman una
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direccidn especifica a los ceros. Comprobamos que efectivamente hay mas polos
que ceros, etc.

Para poder entender mejor este método, procederemos a la parte practica donde
haremos algunos ejercicios para posteriormente poder comprobarlos en Matlab.

Ejercicio 1.
Tenemos el siguiente sistema

s% + 15s5% + 8553 + 22552 + 274s + 120
s5+ 14s* + 77s3 + 208s2 + 2765 + 144

G(s) =

+ Paso 1.

Observamos que podemos descomponer ambos polinomio (numerador vy
denominador). Procedemos a escribir su simplificacion.

s+ 2)(s+3)(s+D(s+4)(s+5)

() = e DG+ DG +IG TG+ D)

Observamos que podemos reducir le funcion de transferencia, sin embargo para
un resultado mas obvio con el nimero de polos y ceros, no lo modificamos, aparte
de que a la hora de graficar tendriamos menos polos y menos ceros. Esta
diferencia la veremos mas tarde al graficar.

+ Paso 2.

Con la siguiente formula calcularemos el punto donde iniciaremos a graficar el
LGR, es decir el inicio de las asintotas.

B Y. polos — ). zeros

~ #polos — #zeros

Donde Zpolos es la sumatoria de los valores de todos los polos y 2zeros es la
sumatoria de los valores de todos los ceros.

Zpolos=—2—2—3—3—4=—14
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Zzeros=—2—3—1—4—5=—15

#polos — #zeros =5—-5=0

Nota: La sumatoria de los polos y ceros es negativa, ya que los valores se deben
tomar como si los puntos se fueran a graficar, es decir, despejados después de
una igualacion a cero.

ejemplo (s+2)=0 - ~s=-=-2

| —14—(=15)

0 0

Al tener un resultado de “0” quiere decir que no habra una proyeccion de asintotas
diferentes al de los ejes.

+ Paso 3.

Para determinar y comprobar la direccion en la que partirdn las asintotas,
utilizamos la férmula siguiente.

_ (2k+1)%180°
~ #polos — #zeros

n

Donde

“k” es un valor que va de 1 en 1. Y el limite hasta el cual llegara esta definido por
la férmula siguiente:

k = (#polos — #zeros) — 1

Entonces en este caso
k=(GB-5-1=-1
Porloqueenk=0

Al eliminarse en el denominador el nimero de polos con el nimero de ceros,
asumimos un valor de 1. Esto solo para tener un valor numérico, claramente
puede ser 8 = 0 y sabriamos perfectamente que la asintota iria sobre el eje real
“R”.

(2+x0+4+1)*180°

0, 1

= 180°
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Enk=-1
_(2x—-1+41)=180°
ne 1
Y comprobamos efectivamente que las direcciones de las asintotas estan
Gnicamente sobre el eje real R.

= —180°

+ Paso 4.

Como ultimo paso graficamos todos los valores obtenidos (y, ), los polos y los
ceros. Sin olvidar lo mencionado anteriormente en las reglas, que los ceros se

[{Pegl)

representan con “0” y los polos por una “x”.

Primero graficamos los polos y los ceros. Recordemos que estos son de manera
directa pero con signo negativo, es como si los despejaramos, tal como hicimos en
la sumatoria de polos y ceros. Y los que se repiten solo los consideramos una vez.

polos - s, = =2, s, = =3, S3=—4

ceros = s, = —1, Ss = —2, Se = —3, S, = —4, sg = =5

-1

+ Paso 5.

Teoria de Control y Robética Christian Jesus Cazarrubias Reyes
211



Ya que graficamos los polos y los ceros procedemos a graficar las asintotas.
Recordemos que en la definicion se mencioné que los polos siempre partiran
hacia un cero, ya sea finito o en el infinito.

En este caso los ceros no se encuentran en el infinito, por lo que los polos se
dirigirén a los ceros establecidos proximos a ellos.

Por ejemplo:
« El polo “-2” ya esta en contacto con un cero “-2”, sin embargo hay un cero
proximo a él, a su derecha. Por lo que en este caso aplicamos la asintota
con el angulo (6,, = —180). Y conectara al cero de “-1”.

s El polo “-3” y “-2” ya estan en contacto cada uno con un cero “-3” y “-2”. Sin
embargo hay otro cero proximo a ellos a su izquierda. Por lo que en este
caso aplicamos la asintota con el otro angulo (6, = 180). Y conectara al

cero “-5”.

Por lo que el grafico del LGR quedaria de la siguiente forma.

-9 -8 -7 -& (; @ @_@ Q ! 1 2 3

-1

Obseérvese que las asintotas estan de color amarillo, los ceros (circulos) de color
naranja y los polos (cruces) de color verde.
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Ejercicio 2.
Tenemos el siguiente sistema

s? +8s+ 15
s+ 30s* + 340s3 + 180052 + 4384s + 3840

G(s) =

+ Paso 1.

Observamos que podemos descomponer ambos polinomio (numerador vy
denominador). Procedemos a escribir su simplificacion.

(s+3)(s+5)

68 = G DG T DG L6686 1 10)

+ Paso 2.

Con la siguiente formula calcularemos el punto donde iniciaremos a graficar el
LGR, es decir el inicio de las asintotas.

B Y. polos — ). zeros

~ #polos — #zeros

Donde Zpolos es la sumatoria de los valores de todos los polos y Zzeros es la
sumatoria de los valores de todos los ceros.

zpolos=—2—4—6—8—10=—30

Zzerosz —-3—-5=-8

#polos — #zeros =5—2=3

Nota: La sumatoria de los polos y ceros es negativa, ya que los valores se deben
tomar como si los puntos se fueran a graficar, es decir, despejados después de
una igualacion a cero.

ejemplo (s+2)=0 - ~s=-2

—30 — (-8
= % = —7.333
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+ Paso 3.

Para determinar y la direcciébn en la que partiran las asintotas, utilizamos la
férmula siguiente.

_ (2k+1)=180°
~ #polos — #zeros

n

Donde

“k” es un valor que va de 1 en 1. Y el limite hasta el cual llegara esta definido por
la férmula siguiente:

k = (#polos — #zeros) — 1

Entonces en este caso

k=(5-2)—1=2

Porloqueenk=0

(2% 0+ 1) * 180°

0, = = 60°
1 3
Enk=1
(2%1+1)*180°
2 = = 180°
3
Enk=2
(2%2+1) % 180°
5 = = 300°
3
+ Paso 4.

Como ultimo paso graficamos todos los valores obtenidos (y, 8), los polos y los
ceros. Sin olvidar lo mencionado anteriormente en las reglas, que los ceros se

representan con “0” y los polos por una “x”.

Primero graficamos los polos y los ceros. Recordemos que estos son de manera
directa pero con signo negativo, es como si los despejaramos, tal como hicimos en
la sumatoria de polos y ceros. Y los que se repiten solo los consideramos una vez.

ceros —» s, = —3, s, = =5,
polos —» s3 = =2, S, = —4, S = —6, Sg = —8, s, =—=10
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+ Paso 5.

Ya que graficamos los polos y los ceros procedemos a graficar las asintotas.
Recordemos que en la definicibn se menciond que los polos siempre partiran
hacia un cero, ya sea finito o en el infinito.

En este caso tenemos 2 ceros finitos (los que ya conocemos) y hay 1 cero que se
encuentra en el infinito, por lo que los polos se dirigiran a los ceros establecidos
proximos a ellos. Por ejemplo:

% Para el polo “2” hay un cero proximo a €l, a su izquierda. Por lo que en
este caso aplicamos la asintota con el angulo (8, = 180). Y conectara al
cero de “-3".

% Para el polo “-4” hay otro cero proximo a él a su izquierda. Por lo que en
este caso aplicamos la asintota con el otro angulo (6, = 180). Y conectara
al cero “-5".

% En el caso de la asintota, tomamos en cuenta el valor de y = —7.333, que

es el punto por donde pasara de forma perpendicular al eje “R”, y de igual
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forma el angulo de 6, = 60 y 6; = 300. Pues la asintota después de tomar

valor en “+ i’ tomara la direccion de 6,y después de tomar valor en “i

tomard la direccion de 65.

Nota: Para este punto es necesario tomar en cuenta que para cada lado de la
asintota con respecto al eje “R” correspondera un polo, es decir, una opcién seria

Y
de manera contraria, para el polo “-8” correspondera la asintota con valor negativo

que para el polo de “-6” correspondera la asintota con valor positivo del eje

del eje “”. De igual forma para evitar un poco de dudas se colocara con color la

respectiva parte de la asintota con cada polo.

+ Para el ultimo polo “-10” observamos que este tiene una asintota que se

dirige hacia un cero en el infinito, con un 6, = 180.
Por lo que el grafico del LGR quedaria de la siguiente forma.
T
e
o
S S I .
| g e
e
P T3

<tk
12 -11 10 -9 -8

1
o

1
N

1
I

1
ol

1

N

'
e

[ N I

) e

- .

m_1

Obsérvese que las asintotas estan de color amarillo y verde, los ceros (circulos)
de color azul y los polos (cruces) de color rojo.
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Ejercicio 3.
Tenemos el siguiente sistema

s34+ 17s% +86s + 112
s° 4 19s% + 137s3 + 46152 + 702s + 360

G(s) =

+ Paso 1.

Observamos que podemos descomponer ambos polinomio (numerador vy
denominador). Procedemos a escribir su simplificacion.

(s+2)(s+7)(s+8)

G(s) = (s+D(s+3)(s+4)(s+5)(s+6)

+ Paso 2.

Con la siguiente formula calcularemos el punto donde iniciaremos a graficar el
LGR, es decir el inicio de las asintotas.

B Y. polos — ). zeros

~ #polos — #zeros

Donde Zpolos es la sumatoria de los valores de todos los polos y Zzeros es la
sumatoria de los valores de todos los ceros.

Zpolos=—1—3—4—5—6=—19

Zzeros=—2—7—8:—17

#polos — #zeros =5—-3 =2

Nota: La sumatoria de los polos y ceros es negativa, ya que los valores se deben
tomar como si los puntos se fueran a graficar, es decir, despejados después de
una igualacion a cero.

ejemplo (s+2)=0 - ~s=-2

—19 — (—17)
y=———=

-1
2
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+ Paso 3.

Para determinar y la direcciébn en la que partiran las asintotas, utilizamos la
férmula siguiente.

_ (2k+1)=180°
~ #polos — #zeros

n

Donde

“k” es un valor que va de 1 en 1. Y el limite hasta el cual llegara esta definido por
la férmula siguiente:

k = (#polos — #zeros) — 1

Entonces en este caso

k=(-3)-1=1

Porloqueenk=0

(2% 0+ 1) * 180°
6, = - = 90°

Enk=1

_(2#1+1)#180°

2
2 2

= 270°

+ Paso 4.

Como ultimo paso graficamos todos los valores obtenidos (y, 8), los polos y los
ceros. Sin olvidar lo mencionado anteriormente en las reglas, que los ceros se

representan con “0” y los polos por una “x”.

Primero graficamos los polos y los ceros. Recordemos que estos son de manera
directa pero con signo negativo, es como si los despejaramos, tal como hicimos en
la sumatoria de polos y ceros. Y los que se repiten solo los consideramos una vez.

ceros > s; = —2, S, = =7, s3 =—8
polos — s, = —1, S = =3, S = —4, s; = =5, Sg = —6
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+ Paso 5.

Ya que graficamos los polos y los ceros procedemos a graficar las asintotas.
Recordemos que en la definicibn se mencioné que los polos siempre partiran
hacia un cero, ya sea finito o en el infinito.

En este caso todos los polos tiene un cero al que pueden apuntar, por lo que los
polos se dirigiran a los ceros establecidos proximos a ellos. Por ejemplo:

« Para el polo “-1” hay un cero proximo a €l, a su izquierda. Por lo que en
este caso aplicamos la asintota con un angulo de 180. Y conectard al cero
de “-2”.

% En el caso de la asintota, tomamos en cuenta el valor de y = —1, que es el
punto por donde pasara de forma perpendicular al eje “R”. sin embargo no
pasara cortandolo en este valor, ya que entre este valor pasa la asintota del
punto anterior (la del polo -1 al cero -2), y si recordamos las reglas de
estabilidad, hay una regla que dice que las asintotas jamas se deben cruza.

Por lo que esta asintota pasara entre los polos “-3” y “-4” y de igual forma
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tomando el angulo de 6, =90y 68, = 270. Pues la asintota después de
tomar valor en “+ i” tomara la direccion de 6,y después de tomar valor en “-

i” tomara la direccién de 6;.

Nota: Para este punto es necesario tomar en cuenta que para cada lado de la
asintota con respecto al eje “R” correspondera un polo, es decir, una opcién seria
que para el polo de “-3” correspondera la asintota con valor positivo del eje ‘", y
de manera contraria, para el polo “-4” correspondera la asintota con valor negativo

del eje “”. De igual forma para evitar un poco de dudas se colocara con color la

respectiva parte de la asintota con cada polo.

+ Para el siguiente punto observamos que hay 2 polos consecutivos y en
seguida de estos 2 ceros de igual forma, los cuales tenemos que unir uno

con cada uno respetando la simetria, por lo que se realiza lo siguiente.
7

.

5}

| Aot

7o &

P

1
N
'
3
—
PN e
1 Q) e
P ——
m_1

-12 -11 10 9 -8

Obsérvese que las asintotas estan de color amarillo y azul, los ceros (circulos) de
color verde y los polos (cruces) de color rojo.
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Ejercicio 4.

Observemos el mismo sistema del ejercicio anterior, pero con una pequefia
modificacion, multiplicamos el numerador por (s+0.5). Observemos el cambio
radical del LGR, solo con este cero mas.

s* 4+ 17.553 + 94.55% + 1555 + 56

G(s) =
($) = 5537957 7 13757 1 46152 7 7025 + 360

+ Paso 1.

Observamos que podemos descomponer ambos polinomio (numerador vy
denominador). Procedemos a escribir su simplificacion.

(s+2)(s+7)(s+8)(s+0.5)
(s+1)(+3)(s+4)(s+5)(s+6)

G(s) =

+ Paso 2.

Con la siguiente formula calcularemos el punto donde iniciaremos a graficar el
LGR, es decir el inicio de las asintotas.

B Y. polos — ). zeros

~ #polos — #zeros

Donde Zpolos es la sumatoria de los valores de todos los polos y Zzeros es la
sumatoria de los valores de todos los ceros.

Zpolos=—1—3—4—5—6=—19
Ezeros =—-2—-7—-8-05=-175
#polos —#zeros =5—-4=1
Nota: La sumatoria de los polos y ceros es negativa, ya que los valores se deben

tomar como si los puntos se fueran a graficar, es decir, despejados después de
una igualacion a cero.

ejemplo (s+2)=0 - ~s=-2
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_ -19-(-17.5)

—1.
1 5

+ Paso 3.

Para determinar y la direcciébn en la que partiran las asintotas, utilizamos la
férmula siguiente.

2k +1) 180°
~ #polos — #zeros

n

Donde

“k” es un valor que va de 1 en 1. Y el limite hasta el cual llegara esta definido por
la férmula siguiente:

k = (#polos — #zeros) — 1

Entonces en este caso

k=(G-4-1=0

Porloqueenk=0

_(2%0+1) *180°

= 180°
1

6

+ Paso 4.

Como ultimo paso graficamos todos los valores obtenidos (y, ), los polos y los
ceros. Sin olvidar lo mencionado anteriormente en las reglas, que los ceros se

representan con “0” y los polos por una “x”.

Primero graficamos los polos y los ceros. Recordemos que estos son de manera
directa pero con signo negativo, es como si los despejaramos, tal como hicimos en
la sumatoria de polos y ceros. Y los que se repiten solo los consideramos una vez.

ceros - s, = —2, s, = -7, S3 = —8, s, =—0.5
polos —» s; = —1, Sg = —3, S; = —4, Sg = =5, Sg = —6
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+ Paso 5.

Ya que graficamos los polos y los ceros procedemos a graficar las asintotas.
Recordemos que en la definicion se menciond que los polos siempre partiran
hacia un cero, ya sea finito o en el infinito.

En este caso hay un cero en el infinito y todos los demas son ceros que se pueden
apuntar por un polo, por lo que los polos se dirigiran a los ceros establecidos
proximos a ellos. Por ejemplo:

% Para el polo “-1” hay un cero proximo a €l, a la derecha. Por lo que en este
caso aplicamos la asintota con un angulo de 6, = 180. Y conectara al cero
de “-0.5".

« Para el polo “-3” hay un cero proximo a é€l, a la derecha. Por lo que en este
caso aplicamos la asintota con un angulo de 6, = 180. Y conectara al cero
de “-2”.

Teoria de Control y Robética Christian Jesus Cazarrubias Reyes
223



s En el caso de la asintota, tomamos en cuenta el valor de y = —1.5, no
obstante esta tiene un angulo de 6; = 180 por lo que estara sobre el eje “R”
apuntando hacia un cero en el infinito..

% Para el polo “-6” hay un cero proximo a él, a la izquierda. Por lo que en este
caso aplicamos la asintota con un angulo de 6, = 180. Y conectara al cero
de “7”.

+ Para el dltimo punto observamos que hay 2 polos consecutivos (-4 y -5) y
en el otro extremos 1 cero (-8), por lo que tenemos que unir un polo con
este y el otro estara hacia el infinito. Para poder unir los polos y los ceros de
este Ultimo punto tenemos que respetar la simetria, por lo que se realiza lo

siguiente.

Por lo que el LGR queda de la siguiente manera.

e N
N e
.
Pt
fr_ 1

Obsérvese que las asintotas estan de color amarillo y azul, los ceros (circulos) de
color verde y los polos (cruces) de color rojo.
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Comprobacién de los ejercicios del LGR en Matlab.

Ya que hicimos varios tipos de ejercicios teéricos del Lugar Geométrico de las
Raices, podemos ahora calcular estos mismos resultados en la aplicacion de
Matlab, aunque parezca increible esto en el software es demasiado sencillo.

Ejercicio 1.
Como primer ejercicio tenemos el siguiente sistema

s> + 15s* + 8553 + 22552 + 274s + 120
s° 4 14s* + 77s3 + 208s2 + 276s + 144

G(s) =

+ Paso 1.

Para poder ingresar a Matlab este sistema primero tenemos ingresar el valor del
numerador y del denominador en un nuevo archivo. Estos valores se ingresaran
con los comandos siguientes.

Recordemos que para ingresar el valor de los exponentes solo basta con que
dejemos un espacio entre estos valores, tal como se muestra a continuacion.

num = [1 15 85 225 274 120];
den = [114 77 208 276 144];

+ Paso 2.

Para este paso le indicamos a Matlab que nuestra funcion de transferencia estara
formado de estos valores del numerador y del denominador, para esto ingresamos
el siguiente comando.

Gs = tf (num, den);
+« Paso 3.

Como ultimo paso le indicamos a Matlab el comando para que no arroje el Lugar
Geomeétrico de las Raices, para esto utilizamos el comando formado a partir del
nombre en inglés “Root Locus”.

rlocus(Gs);

Aplicando todos estos comandos, deberia quedar de la forma como se muestra en
Matlab.
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Fy Editor - CA\Christian Jesus Cazarrubias Reyes\Matlab\Ejercic

*

|- EjercicicGananciakdebstabilidad.m | EjercicioLGR.m

- num=[1 15 85 225 274 120];:
- den=[1 14 77 208 276 144]:
Gs=tf (num, den) ;

- rlocus (Gs) ;

L T N
|

Al ejecutar de inmediato se nos muestra la grafica del LGR.

4 Figure 1 — O >

File Edit View Insert Tools Desktop  Window  Help u

Ocdde | @ 0 K [E

Root Locus
0.25 T T T T : ;

o
o
T
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1

=

=i
T
1

Imaginary Axis {second5'1]

Real Axis (second 571 )

Observamos que es muy similar al obtenido de manera tedrica. No obstante,
ayudandonos del programa definiremos cada punto con la definicion que nos
muestra el cursor.

Si colocamos el cursor en un lugar de la asintota, se nos despliega un recuadro de
datos que nos muestra lo que sucede ene se punto. Tenemos el siguiente ejemplo
en el siguiente punto.
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o Punto 1.

4. Figure 1 - O X
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|
o

Observamos que se nos despleg6 informacion de ese punto.

» System: Gs -> nos muestra el nombre que le asignamos a la funcion de
transferencia.

» Gain: 0.503 - Es el valor de la ganancia del controlador proporcional para
el cual este punto es polo de bucle cerrado del sistema realimentado. En
este caso la ganancia es igual a 0.503.

» Pole: -1.46 -> Este valor es la coordenada (parte real e imaginaria)
asociadas a este polo de bucle cerrado. En este caso solo esta tocando la
parte real y tiene un valor de -1.46 sobre el eje “R”.

» Damping: 1 - este valor es el factor de amortiguamiento correspondiente
al polo ubicado en la posicion actual de cursor.

» Overshoot (%): 0 - Este valor indicaria la sobreoscilacion que tendria un
sistema de 2do orden “puro” (sin ceros) subamortiguado, cuyos polos
fueran el situado en la posicion del cursor y su complejo conjugado. En este
caso, para el valor de ganancia indicado junto al cursor, el polo en que éste
esta situado y su complejo conjugado son los Unicos que posee el sistema
realimentado. En consecuencia, la sobreoscilacibn mostrada seria la que
tendria el sistema realimentado para el valor de la ganancia indicado junto
al cursor. Lo cual en este caso es de “0".

» Frequency (rad/s): 1.46 - Este valor es la frecuencia natural
correspondiente al polo (coincide con la distancia del mismo al origen del
plano complejo)
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A continuacién se muestran varios puntos sobre el mismo LGR

[ Figure 1

— O X
File Edit View Inset Tools Desktep Window Help N
Ocdde (2|0 E
Root Locus
0.25 T T
0.2
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= Overshoot (%): 0 Overshoot {%): 0
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Ejercicio 2.
Tenemos el siguiente sistema

s?24+8s+15

G =
(s) s>+ 30s* + 340s3 + 1800s2 + 4384s + 3840

Siguiendo todos los pasos vistos en el gjercicio 1, en Matlab nos quedaria de la
siguiente manera.

B4 Editor - C:\Christian Jesus Cazarrubias Reyes\Matlab'\EjercicioLGR

|. EjercicioGananciakdeEstabilidad.m | EjerciciolGR.m*

- num=[1 § 15]:

= den=[1 30 340 1800 4384 3840]:
- Ez=tf (num, den) ;

= rlocus (Gs)

LA I SRR L oS B

Al ejecutar de inmediato se nos muestra la grafica del LGR.
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[ Figure 1 — d >
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Observamos que es muy similar al obtenido de manera tedrica. No obstante,
ayudandonos del programa definiremos cada punto con la definicibn que nos
muestra el cursor.

Si colocamos el cursor en un lugar de la asintota, se nos despliega un recuadro de
datos que nos muestra lo que sucede ene se punto. Tenemos el siguiente ejemplo
en el siguiente punto.

o Punto 1.
| Figure 1 — m] =
File Edit View Insert Tools Desktop Window Help =
Deade | 2| 0&8E| 5 E
Root Locus
15
e System: Gs
== Gain: 6.07
] Pole: -6.73 - 9.36e-07i
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B R s VO e - - ]
= :
@ H
& B " :
£ N
10 AN
N
N\
15 -
25 20 15 10 5 0 5
Real Axis (secondsq)
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Observamos que se nos desplegé informacion de ese punto.

>

>

System: Gs > nos muestra el nombre que le asignamos a la funcion de
transferencia.

Gain: 6.07 - Es el valor de la ganancia del controlador proporcional para el
cual este punto es polo de bucle cerrado del sistema realimentado. En este
caso la ganancia es igual a 0.503.

Pole: -6.73 — 9.36 x107 > Este valor es la coordenada (parte real e
imaginaria) asociadas a este polo de bucle cerrado. En este caso solo esta
tocando la parte real y tiene un valor de -1.46 sobre el eje “R”.

Damping: 1 - este valor es el factor de amortiguamiento correspondiente
al polo ubicado en la posicién actual de cursor.

Overshoot (%): 0 - Este valor indicaria la sobreoscilacion que tendria un
sistema de 2do orden “puro” (sin ceros) subamortiguado, cuyos polos
fueran el situado en la posicion del cursor y su complejo conjugado. En este
caso, para el valor de ganancia indicado junto al cursor, el polo en que éste
esta situado y su complejo conjugado son los Unicos que posee el sistema
realimentado. En consecuencia, la sobreoscilacion mostrada seria la que
tendria el sistema realimentado para el valor de la ganancia indicado junto
al cursor. Lo cual en este caso es de “0”.

Frequency (rad/s): 6.73 - Este valor es la frecuencia natural
correspondiente al polo (coincide con la distancia del mismo al origen del
plano complejo)

A continuacion se muestran varios puntos sobre el mismo LGR

4\ Figure 1 — O x
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Ejercicio 3.
Tenemos el siguiente sistema

s34+ 17s%>+86s+ 112
§5 4+ 19s* + 137s3 + 46152 + 702s + 360

G(s) =

Siguiendo todos los pasos vistos en el ejercicio 1, en Matlab nos quedaria de la
siguiente manera.

B4 Editor - C\Christian Jesus Cazarrubias Reyes\Matlab\Ejercicio

| EjercicioGananciaKdeEstabilidad.m | EjerciciolGR.m
1= nuam=[1 17 26 112]:
2 — den=[1 1% 137 46l 702 3c0]:
3 - Ez=tf (num, den) ;
4 — rlocus (E=2) ;

Al ejecutar de inmediato se nos muestra la grafica del LGR.
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File Edit View Insert Tools Desktop Window Help k!
OQdde | 2|08 E
Root Locus
30 . . . . . . . . ;
|
201 (
f
e 10
=]
(8]
[1B]
£
i O [y Sy — LY JUVRPP = I [ P PP
é H"'H\\
£
- N\
= 10
g \
E |
= ||
20 [
_30 1 1 1 1 1 1 1 1 1
-5 8 I -G o -4 3 2 1 0 1
Real Axis (seconds™)

Teoria de Control y Robética r 1 Christian Jesus Cazarrubias Reyes
231



Observamos que es muy similar al obtenido de manera tedrica. No obstante,
ayudandonos del programa definiremos cada punto con la definicibn que nos
muestra el cursor.

Si colocamos el cursor en un lugar de la asintota, se nos despliega un recuadro de
datos que nos muestra lo que sucede ene se punto. Tenemos el siguiente ejemplo
en el siguiente punto.

o Punto 1.

4 Figure 1 - O *
File Edit View Insert Tools Desktop Window Help k]
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Observamos que se nos despleg6 informacién de ese punto.

» System: Gs - nos muestra el nombre que le asignamos a la funcion de
transferencia.

» Gain: 0.103 - Es el valor de la ganancia del controlador proporcional para
el cual este punto es polo de bucle cerrado del sistema realimentado. En
este caso la ganancia es igual a 0.503.

» Pole: -3.42 - Este valor es la coordenada (parte real e imaginaria)
asociadas a este polo de bucle cerrado. En este caso solo esta tocando la
parte real y tiene un valor de -1.46 sobre el eje “R”.

» Damping: 1 - este valor es el factor de amortiguamiento correspondiente
al polo ubicado en la posicion actual de cursor.

» Overshoot (%): 0 - Este valor indicaria la sobreoscilacion que tendria un
sistema de 2do orden “puro” (sin ceros) subamortiguado, cuyos polos
fueran el situado en la posicion del cursor y su complejo conjugado. En este
caso, para el valor de ganancia indicado junto al cursor, el polo en que éste
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esta situado y su complejo conjugado son los Unicos que posee el sistema
realimentado. En consecuencia, la sobreoscilacion mostrada seria la que
tendria el sistema realimentado para el valor de la ganancia indicado junto
al cursor. Lo cual en este caso es de “0”.

» Frequency (rad/s): 3.42 > Este valor es la frecuencia natural
correspondiente al polo (coincide con la distancia del mismo al origen del
plano complejo)

A continuacion se muestran varios puntos sobre el mismo LGR

4 Figure 1 — O >
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Ejercicio 4.

Observemos el mismo sistema del ejercicio anterior, pero con una pequefa
modificacion, multiplicamos el numerador por (s+0.5). Observemos el cambio
radical del LGR, solo con este cero mas.

s* 4+ 17.5s3 + 94.55% + 1555 + 56
s° 4 19s% + 137s3 + 46152 + 702s + 360

G(s) =
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Siguiendo todos los pasos vistos en el ejercicio 1, en Matlab nos quedaria de la
siguiente manera.

E: Editor - C:\Christian Jesus Cazarrubias Reyes\Matlab\Ejerciciol G

| EjerciciocGananciaKdeEstabilidad.m | EjercicioLGR.m |
- num=[1 17.5 S4.5 155 S&]:

= den=[1 15 137 461 702 360];:

Gs=tf (num, den} ;

T
|

= rlocus (Gs) :

Al ejecutar de inmediato se nos muestra la grafica del LGR.
(4] Figure 1 — O x
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Observamos que es muy similar al obtenido de manera tedrica. No obstante,
ayudandonos del programa definiremos cada punto con la definicibn que nos
muestra el cursor.

Si colocamos el cursor en un lugar de la asintota, se nos despliega un recuadro de
datos que nos muestra lo que sucede ene se punto. Tenemos el siguiente ejemplo
en el siguiente punto.
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O

Punto 1.

4. Figure 1 — O X
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Observamos que se nos despleg6 informacién de ese punto.

>

>

System: Gs > nos muestra el nombre que le asignamos a la funcion de
transferencia.

Gain: 0.0226 - Es el valor de la ganancia del controlador proporcional
para el cual este punto es polo de bucle cerrado del sistema realimentado.
En este caso la ganancia es igual a 0.503.

Pole: -4.54 + 8.11x107 > Este valor es la coordenada (parte real e
imaginaria) asociadas a este polo de bucle cerrado. En este caso solo esta
tocando la parte real y tiene un valor de -1.46 sobre el eje “R”.

Damping: 1 - este valor es el factor de amortiguamiento correspondiente
al polo ubicado en la posicion actual de cursor.

Overshoot (%): 0 - Este valor indicaria la sobreoscilacion que tendria un
sistema de 2do orden “puro” (sin ceros) subamortiguado, cuyos polos
fueran el situado en la posicion del cursor y su complejo conjugado. En este
caso, para el valor de ganancia indicado junto al cursor, el polo en que éste
esta situado y su complejo conjugado son los Unicos que posee el sistema
realimentado. En consecuencia, la sobreoscilacibn mostrada seria la que
tendria el sistema realimentado para el valor de la ganancia indicado junto
al cursor. Lo cual en este caso es de “0".
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» Frequency (rad/s): 4.54 > Este valor es la frecuencia natural
correspondiente al polo (coincide con la distancia del mismo al origen del
plano complejo)

A continuacién se muestran varios puntos sobre el mismo LGR
4. Figure 1 — O >
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Observamos que todas las graficas son muy parecidas al resultado teérico que
hicimos anteriormente. Con esto comprobamos efectivamente los resultados del
LGR.

Como complemento.

Existe un caso particular que es interesante considerar. Este aparece cuando
alguna de las raices no presenta parte real ni positiva ni negativa, es decir, que es
cero. Esto ocurre cuando el sistema presenta polos en el origen o polos complejos
conjugados con parte real nula. En este caso, el sistema es marginalmente
estable, ya que ante una entrada limitada en amplitud, la respuesta no crece
indefinidamente, pero presenta caracteristicas especiales, tales como la existencia
de respuesta aun cuando se ha eliminado la entrada.
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A continuacidn se presentan algunos ejemplos, donde se puede observar la
relacion entre la posicion de los polos y el tipo de respuesta obtenido para una
entrada impulso unidad.

% Respuesta pulsional de un sistema con un polo en el origen

B K
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3
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e gm o Thempo
Polos del sistema Respuesta Impulsional

Respuesta pulsional de un sistema con dos polos complejos en el eje
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Polos del sistema spuesta Impulsional

% Respuesta impulsional de un sistema con un polo en el eje real negativo

=
B

5 0 X
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Eje Real 0 Tiempa
Polos del sistema Respuesta Impulsional
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% Respuesta impulsional de un sistema con un polo en el origen y otro en el
eje real positivo

[~

E. 0| x *
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Eje Real o Tiempa
Polos del sistema Respuesta Impulsional

% Respuesta impulsional de un sistema con polos complejos con parte
negativa en el eje real

g
% o
E
= o
i
Ej:gm:l a Tiempa
Polos del sistema Respuesta Impulsional

Como se puede observar, esta ultima imagen comprueba lo visto en este ultimo
tema, mientras los polos se encuentren en la parte real negativa (imagen
izquierda), el sistema tiende a la estabilidad (imagen derecha).

Con esto damos como concluido el tema de Estabilidad y esperemos haya sido de
su agrado y entendimiento.
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Conclusion

El presente manual tiene como objetivo facilitar el aprendizaje del programa
Matlab — Simulink, con diferentes temas ampliamente utilizados por los ingenieros
a lo largo de su preparacion académica.

Este programa hoy en dia es indispensable, pues cuenta con herramientas de un
grado muy alto de matematicas, lo que lo hace importante a la hora de trabajar
con estos temas.

En este manual aprendimos elementos muy importantes en el area de control,
como lo fueron: los controladores y el Diagrama Bode. Estos elementos hoy en dia
son ampliamente utilizados por los ingenieros para la automatizacion y teoria de
control de muchas acciones, como lo son en la industria, etc.

Pudimos comprobar el funcionamiento de los tres tipos de controladores (P, PI,
PID) y al compararlos entre ellos mismo pudimos observar que el controlador PID
tiene un tiempo menor para hacer mas estable el sistema a cualquier perturbacion,
sin embargo depende principalmente del tipo de perturbacién, pues dependiendo
de este es la utilizacidon de los diferentes tipos de controladores.

También trabajamos con el tema de estabilidad en un sistema, el cual es
demasiado importante. Donde aprendimos que la estabilidad de un sistema recae
principalmente en el valor de los polos. Con un solo polo que se encuentre en la
parte derecha del sistema de coordenadas “s”, basta para que el sistema se
vuelva inestable. Sin embargo como ya vimos en los temas anteriores, hay
muchas formas para poder detectar la inestabilidad de un sistema, como lo fue
con el Teorema de Routh — Hurwitz y el método del Lugar Geométrico de las
Raices.

Su servidor Christian Jesus Cazarrubias Reyes, alumno de la Facultad de
Estudios Superiores Cuautitlan, en apoyo con la materia de Teoria de Control y
Robatica y con el profesor de la misma, Dr. David Tinoco Varela, espera que este
manual sea de mucha ayuda y sirva de apoyo para el trabajo en este programa.

Christian Jesus Cazarrubias Reyes
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